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Résumé

Coq est un assistant de preuve d’une grande expressivité pour le développement de théories mathé-
matiques et informatiques, ce qui permet de traiter un large éventail de problemes. Le langage de Coq,
constitué d’un noyau fonctionnel de type mL enrichi par des types dépendants, permet de spécifier, vérifier
puis extraire des programmes corrects par construction. En contrepartie, les programmes sont plus difficiles
a écrire et maintenir que dans un pur langage de programmation de type ML, puisqu’ils mélangent les parties
logiques et calculatoires. Pour remédier a ce probleme, on propose le nouveau langage de description de
programmes RusseLL, s'intégrant parfaitement a 1’environnement de développement existant, qui permet
de donner dans un premier temps le code et la spécification du programme et d’engendrer ensuite ses
conditions de correction. Nous allons tout d’abord étudier le langage RusskLL, construire un algorithme de
typage pour ses termes et montrer comment les traduire en termes a trous valides dans le systeme Coq.
Notre contribution revient a intégrer un langage avec types dépendant a la PVS dans Coq. Une version
préliminaire de notre méthode a d’ailleurs été intégrée a la version de développement de Coq.
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Chapitre 1

Introduction

Nous nous plagons dans le cadre du systéme d’aide a la preuve Coq, auquel nous souhaitons intégrer
un langage de programmation plus souple que le langage actuellement utilisé.

1.1 Présentation de Coq

Coq est un assistant de preuve dont la premiére version date de 1985, et qui est aujourd’hui développé
dans le projet PCRI LociCaL (INRIA, LIX, LRI, CNRS). Originellement basé sur le Calcul des Constructions
(CoC), il a été étendu au Calcul des Constructions Inductives (Ccr) et contient aujourd’hui de nombreuses
améliorations telles qu'un systéme sophistiqué d’extraction de programmes ou encore des procédures de
décision pour automatiser la preuve.

Le développement de Coq est intimement lié a 'isomorphisme de Curry-HowarDp qui montre le lien
entre logique intuitionniste et calcul. De cet isomorphisme, on peut déduire qu’élaborer une preuve du
calcul propositionnel intuitionniste est équivalent a écrire un terme du A-calcul simplement typé (A—). Par
exemple, montrer que A = A pour un certain A revient a écrire la fonction identité Ax : A.x qui a bien
pour type A — A. Chaque logique constructive est donc associée a un A-calcul particulier. Dans Coq, on
utilise cet isomorphisme pour vérifier les preuves. Le noyau est simplement un typeur pour Ccr. Si on
peut typer un terme ¢ de type T, alors on est assuré d’avoir trouvé une preuve constructive t de la formule
T. Cette dualité se reflete aussi a l'utilisation de CoqQ oti I’'on a les deux visions : logique (développement
mathématique, preuve) et calcul (développement informatique, programme).

1.1.1 Preuve

Coq est utilisé le plus souvent pour élaborer des théories mathématiques prouvées mécaniquement.
Dans cette optique, 'utilisateur modélise un probléme par des structures mathématiques et veut prouver
certaines propriétés sur ce modele (par exemple la preuve du théoréme des quatres couleurs récemment
terminée [7] utilisait des résultats de géométrie algébrique).

Pour prouver un but sous certaines hypotheses, on utilise des tactiques qui simulent un raisonnement
déductif pour 1'utilisateur. Celles-ci permettent par exemple d’introduire une hypothese : pourlebut A = A
on peut introduire ’hypothese H : A pour obtenir lebut A ; oubien d’en appliquer une (ou tout autre résultat
déja établi) : en appliquant I'hypotheése H on prouve le but directement. Ces tactiques peuvent étre d’une
complexité arbitraire (réécritures, procédures de décision pour l'arithmétique, etc .. .).

Les tactiques utilisées pour créer des preuves ne sont en fait qu'une interface au-dessus du noyau de
Coq qui se réduit a un typeur pour Ccr. A la fin d’une preuve, on a en effet construit un terme (AH : A.H
dans notre exemple) que I’on va soumettre au typeur dont le but est de vérifier qu’il est bien de type A — A.
Les tactiques peuvent cependant étre arbitrairement complexes (résolution d’équations de 1’arithmétique,
réecritures, etc...).



1.1.2 Programmes

D’un point de vue preuve de programmes, on a donc un environnement qui permet de vérifier qu'un
programme (un terme du calcul) vérifie une certaine spécification (son type). Les types dépendants per-
mettent de spécifier fortement les termes. Par exemple, la fonction de division euclidienne (qui renvoie le
quotient et le reste de la division de son premier argument par son second) div : nat — nat — nat *nat
de ML est plus fortement spécifiée en CoqQ par div : nat — { x : nat | x # 0 } — nat *nat qui assure par
typage qu’on ne divise pas par 0. Seulement, on ne peut pas écrire simplement un programme ML et donner
sa spécification forte. Comme on a enrichi les types, on doit aussi enrichir les termes avec des termes de
preuve, inutiles au calcul mais nécessaires pour garantir la correction logique du programme et le fait que
la machine puisse vérifier mécaniquement la correction (annotations,...). Par exemple, si ’on veut appeler
div sur 1 et n (pour n : nat), il faut construire un terme div 1 (elt (Ax : nat — x # 0) x p) ol p est une preuve
den #0.

Nous allons nous intéresser particulierement dans la suite au type sous-ensemble. Ce type est familier du
mathématicien puisqu’on le retrouve partout en théorie des ensembles, et il est tristement célebre puisque
c’est en l"utilisant que Bertrand Russell & découvert le paradoxe éponyme en considérant le sous-ensemble
particulier {x | x ¢ x} (il a ensuite étudié la premiere théorie des types en mathématiques!). Un type sous-
ensemble est composé d"un type pour I’ensemble de départ et d"une propriété pouvant porter sur les objets
de ce type.

Définition 1.1.1 (Type sous-ensemble). En Coq, { x : T | P } est le type des termes de type T vérifiant la propriété
P. C’est un type inductif avec un unique constructeur elt prenant en arquments le type du témoin T, la propriété P
puis le témoin t et la preuve p : elt : YT : Set,YP : T — Prop,Vx:T,Px = {x:T|P}.

Informellement, un objet de type { x : T | P } peut étre vu comme une paire (x,p) ou x est un objet
de type T (le témoin) et p une preuve de P[t/x]. Le typeur a besoin de plus d’information, I’annotation
Ax : nat — x # 0 de notre exemple peut étre nécessaire (en fait, dans ce cas précis, on peut reposer sur
le systeme d’arguments implicites de CoqQ) pour avoir un systeme d’inférence décidable (on ne peut pas
toujours inférer la propriété P a partir de sa preuve p puisqu’il est de type P[t/x]). On voit donc ici que I'on
doit rajouter de nombreuses informations d’ordre logique a nos termes.

A l'inverse, on peut extraire un programme de toute preuve en éliminant les parties logiques et en ne
conservant que la partie calculatoire d"un terme.

1.2 Motivation

Coq permet de développer des programmes complexes, de leur donner des spécifications fortes et de
les vérifier automatiquement. On peut méme extraire de ces développements des programmes corrects par
construction. Il y a cependant certaines difficultés a développer en Coq que nous allons étudier maintenant.

1.2.1 Un langage trop expressif ?

Le langage de Cc1 permet de bien spécifier des fonctions non triviales, par exemple, on peut spécifier
tres fortement notre division euclidienne (dont on a vu qu’on pouvait la typer div : nat — { x : nat | x #
0} — nat *nat précédement) :

Definition div: Va :nat,Vb:nat,b#0 = {g:nat & {r:nat|[r<bAa=bx+q+r}}

Les types dépendants permettent de bien relier les entrées aux sorties et donc de spécifier les programmes
aussi fortement que I’on désire, mais aussi de fagon concise. En revanche, le terme de preuve correspondant
a div est nettement plus long (de I'ordre de 60 lignes), et ne peut simplement pas étre écrit d’une traite sans
une expertise approfondie. Pour remédier a ce probléme, on utilise des tactiques qui permettent d’écrire la



preuve/programme incrémentalement (voir figure page [p4). L'inconvénient de cette méthode est que
’'on n’obtient pas toujours le programme désiré au départ, puisque les tactiques cachent profondément leur
effet sur le terme de preuve et donc le programme extrait. Cependant ce mode de fonctionnement est utile
et utilisé par la majorité des utilisateurs de Coq avec succes (certification d’un compilateur (en partant de
code faiblement spécifié) [8], théoreme des quatres couleurs [7], .. .).

1.2.2 Mélange logique et calcul

Une difficulté essentielle lorsque 1’on veut permettre a des utilisateurs non experts de développer dans
Coq est le “mélange des genres” permanent entre logique et calcul. Pour appliquer une fonction division
qui attend un dénominateur différent de 0 par exemple, il faut passer a la fois I’argument lui méme, mais
aussi une preuve de sa non-nullité. Lorsque 1'on a 'habitude de programmer, ¢a n’est pas la chose la
plus naturelle et I’'on aimerait pouvoir découpler les parties codage et preuve pour simplement diviser le
probleme. Les parties logiques pourront souvent étre résolues automatiquement par des tactiques.

1.2.3 Objectif

A long terme, on souhaite permettre a un utilisateur de programmer dans un langage proche de ML et
de prouver ses programmes dans un deuxiéme temps a 1’aide de Coq et ses tactiques. Une fois les preuves
terminées, on peut extraire un programme correct par construction et essentiellement équivalent a celui de
départ ou le réutiliser facilement dans 1’environnement Coa.

1.3 Travaux Connexes

La preuve de programmes fonctionnels est un domaine de recherche actif. L'idée d’étendre les langages
ML avec des types dépendants a été développée dans pmr [18], Cavenne [1] et Omeca [17]. 11 s’agit dans
ces travaux de faire un langage dont I'inférence est décidable, donc de restreindre les types dépendants
a des domaines ot I'on peut faire de la preuve automatique (pmL) ou bien d’accroitre la puissance du
langage pour rendre 1'utilisation des types dépendants plus aisée (CAYENNE a la récursivité générale par
exemple, comme n’importe quel langage de programmation usuel) mais en perdant 1'idée de correction (et
en perdant méme la décidabilité du typage pour CAYENNE).

Nous prenons le contre-pied de ces travaux en acceptant de générer des obligations de preuve et en
essayant de trouver un langage le plus proche de ML possible tout en retenant la puissance de Coq et des
types dépendants. Nous présentons maintenant des travaux directement liés a notre contribution.

1.3.1 La tactique PROGRAM

Il existe un travail réalisé dans Coq couvrant une partie de nos objectifs. Développée par Catherine
Parent [13], 1a tactique PRoGRAM permettait de synthétiser des preuves a partir de programmes. L'idée était
de trouver un langage de programmation suffisamment restrictif pour réaliser une inversion de 1’extraction,
c’est-a-dire, a partir d"un terme essentiellement calculatoire (des annotations étaient nécessaires), retrouver
un terme de preuve réalisant la spécification donnée. A partir de 13, on était assuré que le programme
extrait serait identique a celui que 1’on écrivait pour sa partie informative. Cette méthode générale avait
I'inconvénient d’étre peu intuitive et de ne pas s’intégrer a 'environnement Coq. En particulier, appeler une
fonction définie avec PRoGrAM est aussi difficile qu’avec nimporte quelle définition Coq. Il n’existe pas de
mécanisme permettant de faire la distinction de phase codage/preuve, qui permettrait de faire de simples
appels et de vérifier ensuite que les arguments sont valides, ce qui est beaucoup plus naturel lorsque 1’on
programme. Liée a I'extraction interne qui a disparu dans les derniéres versions de Coq (remplacée par la
contribution de Pierre Letouzey [9]), la tactique PrRoGraM n’est plus maintenue aujourd hui.



1.3.2 Types sous-ensemble

Plutdt que de continuer dans la méme direction, nous avons cherché a assouplir le systeme. L'assistant
de preuve PVS [12] aux capacités similaires a Coq, integre un mécanisme dénommé Predicate subtyping que
nous allons présenter maintenant.

Les types sous-ensembles (définition sont d’'une grande utilité pour la spécification de pro-
grammes, comme nous l’avons vu pour div précécement : Definition div : nat —» {x :nat [ x # 0} —
nat *nat.

L'idée du Predicate subtyping implémenté dans PVS [16,(14] est de considérer tout objet de type T comme
un objet de type { x : T | P } pour P vraie et vice-versa. Comme tout objet t de type T ne vérifie pas forcément
la propriété P, on génere des “Type-checking conditions” (Tcc), c’est a dire que 1'on demande a l'utilisateur
de prouver P[t/x] pour assurer que le programme est correct.

1.3.3 Coercions

PVS n’a pas la méme architecture que Coq, en particulier il n’y a pas de termes de preuve et de noyau
pour vérifier ces termes. Il faut donc faire confiance a la quasi-totalité du code pour croire en la correction
des programmes vérifiés. Le critére de D Brunn, qui dit en substance qu'un petit noyau est plus stir n’est
pas respecté, alors que celui de Coq a méme été formellement vérifié [2].

Dans notre cas, il faut générer des termes de preuve et donc le code correspondant a ce “sous-typage”.
Une littérature importante [6}11] existe autour des systemes a coercions explicites dont nous nous sommes
inspirés pour réaliser la génération des termes. Dans un systéme a coercions explicites, on peut faire des
abus de notations tels que utiliser un objet de type T a la place d'un de type U, mais on applique une
coercion qui amene 1’objet vers le type U avant de retyper dans un systeme sans coercions. Généralement
les coercions sont tres similaires a des identités, c’est-a-dire qu’elles sont calculatoirement insignifiantes
mais leur utilisation facilite le développement. Dans Coq par exemple le systeme de coercions [15] a permis
de développer des théories algébriques réutilisables sur plusieurs structures instantanément (un théoreme
sur les corps pouvant s’appliquer aux anneaux).

Les extensions du Calcul des Constructions avec des notions de sous-typage comme AC< de Chen ne
sont cependant pas dans la méme catégorie que notre travail. En particulier, nous ne nous intéressons pas
aux propriétés de normalisation ou de préservation du typage. On peut le voir plutdt comme un systeme
syntaxique intelligent au-dessus du Calcul des Constructions.



Chapitre 2

Le calcul de coercion par prédicats

Nous avons développé un langage supportant le Predicate subtyping utilisable dans Coq. L'utilisateur
peut définir des programmes dans un langage souple puis prouver certains buts pour obtenir finalement
un terme de Cc1 complet vérifiable par le noyau. On peut finalement utiliser les types dépendants comme
des types simples et s’occuper des dépendances dans un deuxieme temps (pour la preuve). L'architecture
de notre systeéme est la suivante : on type le programme dans notre langage RusseLL ot1 I’on peut faire des
abus de notations avec les objets de type sous-ensemble, puis I'on réécrit le terme typé dans Cc1 en laissant
des “trous” dans les termes qui désambigiient les abus et enfin Coq se charge de générer les obligations
correspondant a ces trous.

On va donc tout d’abord présenter le langage RusskLL (section[2.T), puis un algorithme de typage correct
et complet pour les programmes écrits en RusseLL. Ensuite on montrera comment plonger ce langage dans
Ccr en ajoutant les coercions adéquates et enfin on expliquera comment se déroule la génération des
obligations de preuves a partir des termes engendrés par le plongement.

2.1 Lelangage RusseLL

Le langage que nous voulons est tres proche de M1, plus les annotations nécessaires pour avoir un
typage précis et décidable. On étudie ici une restriction de mL, purement fonctionnelle et sans filtrage,
qu’on étendra dans la suite de notre travail. On n’a donc pas de types inductifs mais on considere les types
Y, généralisation des tuples de ML formés par 1’opérateur *.

2.1.1 Syntaxe

La syntaxe (figure[2.1) est directement inspirée des langages fonctionnels. On part du A-calcul (variables,
abstraction et application) puis 1'on ajoute des constantes (pour les entiers, booléens, etc...) ainsi que les
couples. La syntaxe (x := a,t : T) permet de créer des paires dépendantes, de type Lx : 7.7. On peut aussi
appliquer un terme a un type pour instancier une fonction polymorphe par exemple.

Du co6té des types, on a tout d’abord les types simples (constantes, fleche, produit cartésien) qui sont
des cas particuliers du produit (IT) et de la somme (X) dépendants. Les variables introduites par ces types
peuvent étre utilisées lors des applications de types. On peut de plus abstraire sur les types avec le A
(polymorphisme) et les sortes. Enfin on peut appliquer un type a un terme (7 «).

2.1.2 Sémantique

La sémantique du langage nous est donnée par un systeme de typage (figure[2.2] page[12). Le jugement
de typage est défini inductivement par un ensemble de régles d’inférence. Dans notre cas ce sont les regles
du Calcul des Constructions (Cc) étendu avec les Z-types auxquelles on a ajouté une regle de coercion

10



T = X

| 77
a = X | Ta
| Ax:71=>a | Ax:1t=>71
| aa | Tlx:tt
| art | Xx:17
|  constant | {x:7|7}
| (0(, a)ZXZT.T | Set
| malma | Prop
| Type
(a) Termes | constant
(b) Types

Fic. 2.1 — Syntaxe

(CoErcg, figure que l'on trouve classiquement dans les systemes avec sous-typage avec le nom de
subsumption. Le jugement I' ¢ : T se lit : dans I'environnement I', t est de type T.

L'équivalence utilisée est =g, soit la f-réduction classique ainsi que les projections 7; pour les paires.

La relation R définissant les produits formables dans le systeme est définie par les regles suivantes :
On a un systéme proche du Calcul des Constructions avec types X, mais avec Set prédicatif (comme dans
Coq). On n’a pas (Prop, Set, Set) dans notre relation R pour une bonne raison. Cela permet de créer des
fonctions dépendant de propositions, par exemple I'ln : nat,n > 0 — I1l : list An — A. Or on veut a tout
prix éviter d’introduire des termes de preuve dans notre langage, et I’on voit que cette fonction pourrait
naturellement s’écrire I'ln : { n : nat | n > 0} — Il : list A n — A. Encore une fois le type sous-ensemble
nous permet d’éviter d’avoir a passer des termes de preuve directement.

Les sommes formables dans le systéme sont réduites au couples d’objets de types de méme sorte
s € {Prop, Set}. Dans le premier cas les habitants sont les couples de propositions (codage du A), dans le
second ce sont les couples d’objets, soit les paires de ML. Intuitivement, c’est le type sous-ensemble {x : T | P}
qui permet de faire des couples Set, Prop habitant Set. Les types Xx : ULV ot U : Prop et V : Set n’ont pas
d’intérét dans notre cas puisqu’ils représentent des objets de type U A V mais on ne peut pas utiliser U dans
notre systeme. On préfere coder ces objets par des objets de type { x : V | U } (on n’est pas intéressé par la
preuve de U pour programmer).

La regle Coerce formalise 1'idée que ’on peut utiliser un terme de type T a la place d’un terme de type U
si T et U sont dans une certaine relation. C’est 1a qu’interviendront les types sous-ensemble. Cc contient une
regle de typage similaire a Cokrck, la régle de conversion (Conv), qui dit essentiellement que deux types
p-convertibles (on rappelle que 'on peut calculer dans les types puisqu’on a l’abstraction, ’application,
etc...) sont équivalents. On peut directement intégrer cette relation de f-convertibilité a notre systeme de
coercion comme montré figure (>-Conv), a condition d’avoir l'inclusion =g; C & + &-Conv. En fait
notre notion de réduction est un peu plus large que  puisqu’on peut réduire les let : let (x, y) = (u,v) in t se
réduit en t[u/x][v/y]. En pratique cette constructions est du sucre syntaxique pratique au niveau du typage
(on peut inférer le type de t), mais elle est inessentielle au niveau du calcul. On peut aisément rajouter un
let x = t in v a notre langage de fagon similaire : c’est équivalent a (Ax : T.v) t, mais T peut est inféré plutot
que donné par I'utilisateur.

On considére les constantes comme des variables prédéfinies dans nos contextes, par exemple on a la
constante list : TIx : nat.Set. L'ajout d’une constante a un contexte ne doit pas altérer sa bonne formation
comme pour le cas des variables, donc son type doit étre bien formé (en général, toute définition de
Coq donne lieu a une constante dans notre systeme si elle est bien typée).
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T'rt: U I'rT:s IT'tUeT:s
T'rt:T

COERCE

Fic. 2.2 — Calcul de coercion par prédicats - version déclarative

Jugement de coercion

Notre systéeme de coercion par prédicats permet a l'utilisateur d’utiliser une valeur de type U la ot
I'on attend une valeur de type { x : V | P } (>-Proor) si U est lui-méme coercible en V. A 1'inverse, on
permet aussi d’utiliser une valeur de type { x : U | P } (>-SusskT) a la place d'une valeur de type V si
U est coercible vers V. Notre jugement de coercion est donc symétrique et laisse beaucoup de liberté a
l"utilisateur au moment du codage. Par exemple on peut dériver u : nat + u : { x : nat | L } Seulement,
lors de la traduction de la dérivation de coercion nat & { x : nat | L } (nécessaire pour traduire 1’abus de
notation x : { x : nat | L }), 'utilisateur aura a résoudre une obligation de preuve de L. On repose donc
toujours sur la cohérence du Calcul des Constructions. Les regles o-Prop et >-Sum permettent de faire des
coercions dans les types composites. Classiquement, la régle pour le produit fonctionnel est contravariante
(une fonction sous-type d’une autre accepte plus d’entrées mais donne une sortie plus fine, voir [4]) et la
regle pour le produit cartésien covariante (une paire est coercible en une autre si leurs composantes sont
coercibles deux-a-deux). Le sens des coercions n’a pas d'importance dans le systeme déclaratif puisqu’il est
symétrique mais il est essentiel lors de la création des coercions que nous décrirons plus tard.

La regle >-TraNs assure que 1’on a un systéme compositionnel. Il y a ici une analogie avec I’élimination
des coupures dans les systemes logiques, ot 'on montre que toute dérivation utilisant la regle de modus
ponens (A = B et B = C implique A = C) peut se réécrire en une dérivation ne 'utilisant jamais. Dans
les systémes a sous-typage, on montre de facon équivalente que 'on peut éliminer la régle de transitivité;
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F+T=pU:s
'rTeU:s

s T'tUeT:s o-T I'tSeT:s I''tTeU:s
YM I'tTeU:s RANS I'tScU:s
IT'tUcT: s Ix:UrVeW:s

I'tIIx: TVeIlx: UW: s

>-CoNvVv

(51,52) € R

c-Prop

I'tTeU:s Ix:TrVeW:s
N'rXx:TVeXy:UW:s

c>-Sum s € {Set, Prop}

I'-UcsV:Set I'x: U+ P:Prop
Tr{x:U|P}eV:Set

>-SUBSET

I'tUc V:Set I,x:V+P:Prop
'rUo{x:V|P}:Set

c-Proor

Fic. 2.3 — Coercion par prédicats - version déclarative

$1 Sy sz =sp Trait
Set  Set Set  Dependent arrow
Type Set  Set Polymorphism
Set Type Type Dependent types
Set Prop Prop Terms in propositions
Prop Prop Prop Implication
Type Prop Prop Impredicativity

Fic. 2.4 — Définition de R

premiére étape vers un systéme décidable.

Notre jugement de coercion identifie les types U et { x : U | P } mais notre systéme de typage ne permet
pas d’éliminer (prendre la partie preuve) ou d’introduire (créer un couple témoin,preuve) des objets de type
sous-ensemble. Cela nous assure une certaine cohérence, puisque méme si 1’on ne vérifie pas qu'un objet
de type U a bien la propriété P, on ne peut pas raisonner sur le fait que U a la propriété dans le langage.

On ne fera pas la métathéorie du systéeme déclaratif ici, puisque c’est une extension conservative du
Calcul des Constructions et1’on étudiera en détail le systeme algorithmique. Notre preuve de conservativité
est simple : sil’'on oublie les utilisations des types sous-ensemble de notre systéme de typage (Susskr) et de
coercion (c>-Proor et >-SusskT), alors le jugement de coercion est juste la f-convertibilité et donc Cokrck et
Conv sont équivalentes. Comme les autres regles de notre systéme déclaratif proviennent directement de
Cc, on arrive a un systéme strictement égal au systeme du calcul des constructions. On peut donc s’appuyer
sur les résultats connus pour Cc pour une partie de notre systeme.

Pour une étude complete du Calcul des Constructions, se référer a [3,[10]. On va plutdt s’intéresser a la
construction d’un algorithme de typage correspondant a notre systeme déclaratif.
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2.2 FElaboration du systéme algorithmique et propriétés

Pour pouvoir implanter le typeur, il nous faut un systeme dirigé par la syntaxe. Ce n’est pas le cas du
systeme déclaratif, aussi bien pour le typage que pour la coercion. On va donc raffiner ces systemes dans
I'optique d’en extraire un algorithme. On note F, le jugement de typage algorithmique défini figure[2.5|page
et &, le jugement de coercion algorithmique présenté figure Ces deux systémes sont quelque peu
éloignés des originaux, néanmoins nous allons montrer qu’ils sont corrects et complets vis-a-vis de leurs
géniteurs. La correction (si 'on a une dérivation d"un jugement dans le systeme algorithmique, alors c’est
un jugement valide du systeme déclaratif) est le sens le plus facile a montrer, nous allons donc commencer
par la. On décrira ensuite la méthode de construction des systémes algorithmiques pour aboutir d"une part
au théoréme de complétude qui montre qu’on peut dériver les mémes jugements (a coercion pres) dans le
systéme algorithmique que dans le syteme déclaratif et d’autre part a la décidabilité du jugement de typage
algorithmique.

Il nous a fallu changer quelque peu les regles pour obtenir le systeme algorithmique. En particulier, on
a utilisé la fonction o de PVS [12] renommée p,() (figure ici pour opérer des décompréhensions. Cette
fonction efface les constructeurs de type sous-ensemble en téte d'un type, par exemple : uq({ f : nat —
nat | f 0 =0}) =nat — nat. On verra son utilité dans la suite. Notons aussi que les jugements de la forme
I'+o t:sols € {Set,Prop, Type} sont une abréviation pourI' i, t : T AT — Bps, c’est une pratique courante
lorsque l'on présente un systeme algorithmique basé sur systéme de types purs.

2.2.1 Notations

On note x! la mise en forme normale de téte de x selon la réduction définie précédemment. On note =
l’égalité définitionelle. On omet le contexte pour le jugement de coercion lorsqu’il est dérivable du contexte.
Voici quelques propriétés élémentaires du systéme :

Lemme 2.2.1 (Bonne formation des contextes). SiI' +, ¢ : T alors+ I
Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage. m]

Fait 2.2.2 (Inversion du jugement de bonne formation). Si + I',x : U alors il existe s, I' +o U : s et
s € {Set, Prop, Type}.

Lemme 2.2.3 (Affaiblissement). Si I', A +, t : T alors pour tout x : S ¢ I', A tel que Fe=~ wfG,x : S,A on a
I,x:S5,Aret: T
Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage.

— PropPSET : Trivial.

— VAR:Onax:S¢TI,A doncI,x:S Ak, y: T est toujours dérivable.

— Prob: ParinductionI’,x : S,Are T:sletl,x:S,A,y:TFe U:s2. On applique Prop pour obtenir
I,x:S5 Atve Ilx: T.U : s2. De méme pour le reste des régles.

O

2.2.2 Correction

On montre tout d’abord la correction de la coercion algorithmique qui sera nécessaire pour la correction
du typage :

Théoréme 2.2.4 (Correction de la coercion). SiI're U e Vialors U V.

Démonstration. Les regles du systéme algorithmique sont un sous-ensemble des regles du systéme décla-
ratif, excepté pour la régle c-|. On utilise >-Conv et >-TrRaNs pour montrer son admissibilité dans dans le
systéme déclaratif.
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Fo [] Wi WE-VAR I—.F,x:AwaES/\xgr
Fe I Wi

Tresis CVWEA

AxioMm

te I Wi x:AeTl
Trex: A

VAr

I'te T:59 Ix:Tre U:sy
Prop T Thc: T.U - 55 (51/52,53) € R
Mt IIx:T.U : s Ix:Tre M: U

IF'te Ax: TM:Tlx: T.U

ABs

I're f:T pe(T)=IIx:V.W:s Freu:U FreUceV:s
Ik (fu): Wlu/x]

Aprpr

I'teT:s Ix:Tre U:s
I'ke 2Xx:T.U:s

Sum s € {Prop, Set}
Tret:T' TreT ceT:s
T'Fe Zx:T.U:s F'reu: U Tre U e Ult/x]:s
I'te (t, u)Zx;T.u Xx:T.U

PaIr

Fret:S pe(S) = Xx: T.U P Fret:S pe(S) = Zx: T.U
Tremt:T r T're i t: Ul t/x]

Pi1-

T'te U: Set I,x:UtWe P:Prop
Fre {x:U|P}:Set

SUBSET

Fic. 2.5 — Calcul de coercion par prédicats - version algorithmique

TV =4 T
Usg U el  TleT
ueut Ul T

UeT

On a besoin d'un lemme sur l'opération () définie figure
Lemme 2.2.5 (u4() et coercion). SiT' e T :salorsT ke T >4 te(T) :.

Démonstration. 11 suffit de suivre la définition de (). La mise en forme normale de téte est équivalente
a l'utilisation de -] dans notre jugement de coercion. () est en fait I’application répétée de la regle
c>-SUBSET. O

Lemme 2.2.6 (Conservation des sortes par p4()). SiI' ke S:salorsT ke p1e(S) 1 s

Démonstration. Par le simple fait quesiS ={x: U |P}etGte. S:salorsS: SetetU : Set (par SUBSET),
sinon S = . (S). m|

Théoreme 2.2.7 (Correction du typage). SiI' o t: TalorsT'+t:T

Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage dans le systéme algorithmique.

15



pe({x:U[PY}) = w( U
pax) lx#{x:U|P} =

H.(x) 4 [J’.(l x)

F1c. 2.6 — Définition de p4()
T=p U TrT,U:s

- -7l _—
c-Conv Tr.To.U:s T=T*AT#ILL{}AU=U
D_ln.Tl(>.ul:s TR T, U:s . .

Tr. To. U s T+T¢vU+U
TreUceT: s IFx:Ureg Ve W:s
&-Prop Tre [lx: .V oo Tlx : UW : 5 (51,52) € R
&-SuM I're ToeU:s Ix:Tre Ve W:s s € {Set, Prop)

TteZx:TVeoeXZx: UW :s

op I'te Te U : Set .
ROOF INre Toe{x:U]|P}:Set r=Tr

o5 I'te U T : Set I'x: Ut P:Prop L
UBSET Tre (x:U|P] . T:Set r=T

F1c. 2.7 — Coercion par prédicats - version algorithmique

— Wr-EmPTY, WF-VAR,PROPSET, VAR, PROD,ABS, SuM, SuM : régles inchangées.
— Arr:Ona
Fre f:T pe(T)=TIx:V.W:s Freu:U Fre U Vs
I'ke (fu): Wlu/x]
Par induction, T'+ f : T, et T & ITx : V.W par le lemme [2.2.5 et la correction de la coercion. On peut

donc dériverI' + f : Ilx : V.W al'aide de la regle CoEerce. Par le lemme appliquéal' Fe U,V :
et 'hypothese I' - u : U, on obtient I' + u : V par Coerce. Donc, par App, on abienT + fu : W[u/x].

— PAlR:On a
Fret: T TreT ceT:s
Fre Xx:T.U:s Freu:U Tre U e Ult/x]:s
I'be (F,u)seru: Zx: T.U
Par induction et correction de la coercion, on peut dériver : I' + ¢t : T et I' + u : Uft/x]. On a
I' - Xx: T.U : s, on peut donc appliquer Pair
— Pr-2:0na

Fret: S He(S) =Xx: T.U
I'be 1o t: Ulmy t/x]
Par induction, I' + £ : S, et par le lemme et la correction de la coercion S & Xx : T.U. On peut
donc dériverI' +- t : Xx : T.U a I'aide de Coerce. On peut directement appliquer P1-2 a cette prémisse
pour obtenir I' + mp ¢ : U[m; t/x]. De méme pour P1-1.

O

On a prouvé que notre systeme algorithmique était correct, c’est-a-dire que ses jugements valides sont
bien inclus dans ceux du systéeme déclaratif, il faut maintenant montrer qu’il les inclut tous (ou presque!).
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Notations

On introduit la notation I' ke T, U : spour I' b T: s AT ke U : 5.

2.2.3 Complétude et décidabilité

On va maintenant repartir des systemes déclaratifs pour montrer comment 1’on a construit les systemes
algorithmiques.

On s’intéresse tout d’abord au jugement de coercion. Pour rendre le jugement de coercion décidable, il
faut traiter les regles >-Conv et -] qu’on peut appliquer a n'importe quel moment et la regle &-TraNs qui
n’est pas dirigée par la syntaxe (il faut “deviner” un type T). Le systéme de coercion algorithmique (figure
est le méme que le systeme déclaratif (figure mais ot 'on n"applique c>-Conv seulement si aucune
autre regle ne s’applique apres avoir appliqué c-| et sans la regle -TRaNs.

Décidabilité et complétude de la coercion

On va montrer que les deux systemes de coercion sont équivalents vis-a-vis de la conversion. On
montrera plus tard pourquoi on peut éliminer la regle de transitivité.
Il nous faut tout d’abord des lemmes d’inversion sur la conversion :

Lemme 2.2.8. SiIlx: T.U =g, S alors St =TIx: T".U avec T =pn T et U =g, U’
Lemme 2.2.9. Si £x : T.U =g, Salors St = x : T".U" avec T = T’ et U =, U’
Lemme 2.2.10 (Coercion de sortes). SiI'te T >es: 00T +e so T : 0l s € {Set, Prop, Type} alors T =g s.

Démonstration. Les seuls regles permettant de dériver de tels jugements sont >-Conv, -| et >-Proor ou
>-SUBSET.

— o-Conv : Trivial.
— -] : Par induction.

— -Proor, >-SusseT : On ne peut pas avoir un jugement de la formeI' e s { x: U | P } : puisque
cela impliquerait que I' o 5, U : s avecT' ko U : Set doncI' k, s : Set ce qui est impossible. De facon
symétrique pour c-SUBSET.

Lemme 2.2.11 (Convertibilité avec une sorte et réduction). Si T =g salors T —p, s.

Démonstration. Par la propriété de Church-Rosser pour la réduction —p,, il existe v tel que T —»p, v «—, s.
Or s ne peut se réduire pas vers un autre terme, on a donc T —», s. ad

Corollaire 2.2.12 (Coercion de sortes et réduction). SiI'te T e s:0ul' te so T : 01l s € {Set, Prop, Type}
alors T —»py s.

L’affaiblissement montre que notre notion de coercion joue un role similaire a la seule conversion vis-
a-vis du typage. On peut dériver les mémes jugements dans des contextes ou les variables ont des types
équivalents par la coercion. Ici la taille des dérivations ne change pas.

Lemme 2.2.13 (Affaiblissement).

FI,x:S,A = +tI,x:58,A
I'te 5,8 15,5 e S=>{ I,x:5Are t: T = x:5,Aret:T T
Ix:S5Ate ToeT! = Tx:S,Ate T T’

Démonstration. Par induction sur mutuelle sur les dérivations de typage, coercion et bonne formation.
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— Wr-Empry : Trivial.

— WEr-Var : La conclusionest+I',x: S, A

e A =[] :Laracine de la dérivation est de la forme :

IT'teS:s
Fex WEIG, x : S

s € {Set,Prop, Type}

OnadoncI' +, S’ :s, et par Wr-Var, I, x: S'.
e A=A’ y:U:Laracine de la dérivation est de la forme :

Ix:S5ANreU:s
Fex WG, x: S, A,y : U

s € {Set,Prop, Type}

Par induction sur la dérivation de typage I, x : S, A" ke U : s,onadoncbient+I',x: 5, A, y:
U par WF-Var.
— PropSET : Par induction, F I, x : S, A, on applique simplement la regle.

— Var: Par induction, + I, x : §’, A. La seule différence avec le contexte précédent est le type associé
a x, donc si t # x, on peut simplement réappliquer VARr. Si t = x on a la dérivation :

= WIG,x: S, A x:58 el
T,x:5,Arex:5

Onabien &’ o, S, la propriété est donc bien vérifiée.

— Prop: Parinduction, I, x : S, A ke T: Vesietl,x: S, Ay : T ke U: Wees2. Onadonc V —»py 51
et W —»p; 50.Onendéduit I x : S, Are T:syetl,x: S, Ay : T +e U: s2. On applique Prop pour
obtenir I', x : S’, A ¢ I'lx : T.U : s3. De méme, direct par induction pour le reste des regles.

— o-Prop, >-Sum : Par inductiononal,x: S, Ate UeT:etIl,x: S, A, x:Utre Vo W, il suffit
d’appliquer c-Prop. De méme pour c-Sum.

- o-Conv,c-|,c-ProOF,c>-SuBsET : De méme, direct par induction. On utilise '’hypotheése d"induction
mutuelle pour les dérivations de typage en prémisse.

O
On peut maintenant montrer :
Lemme 2.2.14 (Conservation de la conversion par coercion). Sil'+, T,U :set T =g U alorsT +e T ¢ U :.

Démonstration. Par induction sur le nombre de constructeurs I1, X, {|} dans la forme normale compléte de
T.

- TV =TIx : XY : Alors U! = TIx : VW et X =gz V, Y =gz W d’apres le lemme On a
Fx:Xtre Y:setI,x: Vi, W:s ParinductionI' +o V ¢ X :. On peut donc appliquer le
lemme pour obtenir I',x : V I, ¥, W : 5. On applique I'hypothese d’induction pour obtenir
Ix:Vke Yoo W: Onapplique alors c-Prop a ces deux prémisses.

- T'\=%x:XY:Alors Ul = Xx: VW, avec X =pr V et Y =gz W. Par induction et application de
c-Sum en utilisant le lemme 2.2.13|pour la deuxiéme prémisse.

- T'={x:X|P}:Onaalors U! = {x: X" | P’ }avec X =g X', P =g P’, et la propriété est vraie par
c-LEFT et -RiGHT :

X e X

(x:X|P)oe X
(x:X|Ploefx:X | P}

o-Left
o-Right
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— Sinon : On applique obligatoirement -Conv et 1'on a la prémisse T =g, U, c’est donc direct.

O

IIn’y a pas de probleme d’identification de sortes dans ce systéme, contrairement au systéme A C< de
Gang Chen [5], puisqu’on n’a pas de cumulativité. Par exemple on n’a pas besoin d’identifier nat : Set et
(Ax : Type.x)nat : Type puisque le deuxiéme terme n’est pas typable dans notre systéeme.

On va maintenant montrer que la regle -TraNs est admissible dans notre systeme algorithmique. On
montre ceci en I'éliminant de toute dérivation possible la faisant intervenir.

Tout d’abord quelques lemmes nécessaires pour la preuve :

Lemme 2.2.15 (Coercion et (.()).
- Sillx: XYoo Ualors pe(U) =Ilx : X' Y et X' e X, Yo Y.
- SiXx:XYoeUalors ue(U) =Zx: X' Y et Xoo X', Yo Y'.
— Pour tout S,U, S &4 e(U) si et seulement si S 4 U.

Démonstration. Par induction sur les dérivations de c, et la définition de pi4().

Dans le dernier cas, de gauche a droite on construit la dérivation en ajoutant des applications de &-Proor
et dans 'autre sens on est assuré de trouver la preuve dans la dérivation méme de S =, U : si U n’est pas
de la forme sous-ensemble c’est direct. Sinon, on peut trouver dans la preuve (en partant de la racine) la
premiere utilisation de la regle -Proor. A partir de 1a, on cherche la premiére utilisation d"une regle autre
que c-Proor ou c>-SusseT. On a une dérivation de S’ &, po(U), on peut réappliquer les regles -Supset
oubliées précédemment pour obtenir la preuve de S &4 po(U). m]

Lemme 2.2.16 (Coercion et conversion). SiT'+e 5, T, U :s,S =g, Tet T e UalorsT +e So U :

Démonstration. Par simple inspection des regles on voit que le jugement ne peut distinguer deux termes
p-équivalents (ils ont forcément les mémes constructeurs de téte appliqués a des termes équivalents). O

Lemme 2.2.17 (Coercion et formes normales de téte). Si T, U alors TV &, U est dérivable par une dérivation
plus petite ou égale.
Démonstration. Par induction sur la dérivation de sous-typage dans le systeme algorithmique.

— o-Conv : Trivial.

— -] : On prend la dérivation en prémisse.

— o-Prop, >-Sum : T et U sont égaux a leurs formes normales de téte, direct.

— o-Proor : Par induction T' =, V¢, on applique c-Proor

— o-SuBseT : idem.

]

Lemme 2.2.18 (Transitivité de la coercion). Pour tout S,T,U tel que I' +e S, T,U : 551 S ¢ T et T >4 U alors
Sce U

Démonstration. On procéde par élimination de la régle >-Trans dans toute dérivation de S &, U. Par
induction sur l'ordre lexicographique < depth(S . T), depth(T =, U) >. On peut supposer qu’il n'y a
pas d’applications successive de la regle -] dans nos dérivations, par idempotence de la mise en forme
normale de téte et les conditions T = T* A U = U! de cette regle.

— -Conv, _:
SEﬁn T
SceT T, U
Sc. U
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Par le lemme[2.2.16| on élimine trivialement -TRANS.

- -],
Sl e, T
SceT TeelU
Sce. U

Par le lemme il existe une dérivation de T! , U de taille plus petite ou égale a la dérivation
de T =, U on peut donc se ramener au cas :

Sl oo TV T o UY
SceT Teoe U
ScelU

Par application de I'hypothése d’induction on a une dérivation de S! &, U! donc de S &, U par o-.
On peut faire le méme raisonnement si la dérivation de T &, U se termine par une application de
c-|. On peut donc se restreindre aux cas ot I’'on n’utilise ni la regle c-| ni la regle >-Conv dans les
prémisses.
— o-Prop:

ColA Bee D
IIx: ABoeoIlx:C.D IIx:CDc, U
IIx:ABoco U

On n’a seulement a traiter le cas ou I'lx : C.D &, U est dérivé par c-Prop ou c-PROOF.
e >-Prop: Alorsona

EceC Do F
IIx:CD e Ilx: E.F

On a donc la dérivation :

Ece.C CooA Bee D DcoF
Ecl.A BooF
S=IIx:ABc.,[Ix:EF=U

La taille des dérivations de E >, C, C >4 A et B>, D, D >, F étant plus petites que Ilx :
ABcoIIx: C.Detllx: C.D 4 Ilx: E.F, on élimine bien la transitivité dans ce cas.

e >-Proor:Ona:

[Ix:CDceoE
I[Ix:CDco{y:E|P}

Par induction, on a :

IIx: ABceIlx:C.D IIx:C.D o E
IIx: ABco E
S=IIx:ABco.{y:E|P}=U

Car Ix : C.D &, E est une dérivation plus petite que T &, U.
— -SuM : De facon équivalente au produit.

— -PRrROOF :
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SceC
SceT={y:C|P} ToelU
Sce U

Encore une fois, par cas sur la dérivationde { y: C|P} =T, U:
e -Conv : Trivial.
e >-SusBseT:Ona:

CoolU
{y:C|P}=Tce U

Par induction, on obtient directement S &, U avec les dérivations de S &, C et C &, U.
e >-Proor:Ona:

TceD
(y:CIPI=Te.(y:DIQ}=U

On a donc une dérivation de S, D par application de I'hypothése d'induction. On en déduit
une dérivationde Sce { y: D | Q } = U par o-Proor.

— >-SuBseT : De méme.

Corollaire 2.2.19 (Complétude de la coercion). Sil' e U,V :s, U ValorsT' ke Uce V .

Démonstration. Les regles des deux systemes sont les mémes excepté c-TraNs qui est admissible dans
le systeme algorithmique. De plus l'application restreinte de la conversion ne change pas les jugements
dérivables (lemme [2.2.14). Le fait de forcer les types a étre bien sortés assure juste que 1'on a les mémes
relations puisque le sortage est inclus dans la coercion algorithmique mais pas déclarative. m]

En conséquence o et &, sont équivalentes. Le systéme d’inférence de =, donne donc un algorithme
pour décider de la relation de coercion. L'indéterminisme entre les regles >-Proor et -SuBSET ne pose pas
de probléme : on peut laisser le choix a I'implantation puisque le systéme est confluent. -] formalise le fait

u’on peut avoir a réduire en téte avant d’appliquer les autres regles (pour obtenir un produit, une somme
’ t d tét t d’appl 1 t 1 bt duit
ou un sous-ensemble).

Décidabilité et complétude du typage

Le systéme algorithmique correspond au systeme déclaratif ot11’on a enlevé la régle de coercion Cokrce
et changé certaines régles pour obtenir un systeme décidable (voir figure 2.5). On va procéder de facon
similaire a I’élimination de la transitivité pour montrer que la regle Coerce n’est plus nécessaire dans le
systeme algorithmique. On va montrer en fait que toute dérivation de typage utilisant CoercE peut se
réécrire en une dérivation n’utilisant cette regle qu’a sa racine.

Elimination dela coercion On veut maintenant montrer la complétude de notre systéme. Dans un systéme
a sous-typage, le théoréme correspondant est parfois nommé typage minimal “minimal typing” puisque son
énoncé revient a dire que tout terme a un type minimal dans les deux systemes. En effet notre théoreme est
lesuivant :I'Ft: T =Tk, t: U, T. Le typage algorithmique assigne bien un seul type a un terme t mais
comme on a des coercions, le type inféré U peut étre un peu différent du type T. Dans notre cas particulier
U sera peut-étre un type moins riche que T (par exemple nat par rapport a { x : nat | P }). Lorsque l'on
développera des programmes, on donnera une spécification forte et 1’on fera une coercion entre le type
inféré et la spécification pour obtenir au final (apres réécriture dans CoqQ) un terme du type T le plus riche.
On a besoin de quelques lemmes pour montrer que notre systéme ot la regle Coerce a été éliminée est
complet :
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Lemme 2.2.20 (i.() et types produits et sommes). Si X ¢ Yot po(Y) = Xx : T.U alors pe(X) = Xx : T".U" et
T'oceT,U e U SiXceYet po(Y)=Ilx : T.Ualors pe(X) =Ilx : T".U' et T o T/, U’ 4 U.
Démonstration. Par induction sur la dérivation de coercion, on fait le cas pour L.

— o-Conv : Trivial, puisqu’on aura pe(X) = pe(Y).

— o-] : Trivial puisque pour tout x, pe(x) = y.(xl).

— o-Prop : Impossible, (4() ne traversant pas les produits.

— o-Sum : Direct, on a une dérivationde Xx : T".U’ &4 Xx : T.U.

— o-Proor :Ici, Y = {x: V| P}, on peut donc déduire que po(Y) = pe(V) = Zx : T.U. On applique

I'hypothése de récurrence avec X &, V et on obtient : pe(X) =Zx: T".U' AT e T AU’ &, U.

— o-SuBseT : Ici, X = {x: V| P }. Par induction, te(V) = ge(X) = Zx: T".U' AT ce TA U &4 U.

O

Il nous faut montrer des lemmes faisant intervenir la substitution pour pouvoir prouver la complétude.

Lemme 2.2.21 (Substitutivité de u.()). Si po(T) = Ily : UV alors pe(T[u/x]) = Iy : Ulu/x].V[u/x]. Si
pe(T) = Ly : UV alors pe(T[u/x]) = Xy : Ulu/x].V[u/x].

Démonstration. On montre la propriété pour les produits, la preuve est similaire pour les sommes. Par
induction sur le nombre de constructeurs I, %, {|} dans la forme normale complete de T.

11 suffit de suivre la définition de (). Si T! est de la forme { y:V|P}alorsona (V) =1Ily: UV etpar
induction ue(V[u/x]) = Iy : Ulu/x].V[u/x]. 1l s’ensuit directement que po(T[u/x]) = ITy : Ulu/x].V[u/x].

Si T! est différent d’un type sous-ensemble alors ue(T) = TY. On a alors T* = ITy : UV et donc
Tlu/x]* = Ty : Ulu/x].V[u/x] = ue(T[u/x]). o

Lemme 2.2.22 (Substitutivité du typage). Si I+, u : U alors

Ix:UAvrt: T = I, Alu/x]vre tlu/x]: Tu/x]
Fox wfG,x : U A =  Fex wfG, Alu/x]
Ix:UAre UceT: = T,Alu/x] e Ulu/x] e T[u/x] :

Démonstration. Par induction mutuelle sur les dérivation de typage, bonne formation et coercion.

— Wr-Empry : Trivial.
— Wr-VAR : Par induction sur A.
e A=[]:OnaalorsI'+, U:sdoncte,~ wiG et trivialement, +o,~ WG, A[u/x].
e A=A,y: T:0OnaalorsIx : UA" +¢ T : s et par induction I', A’[u/x] +o T[u/x] :
s[u/x] = s. Donc on peut appliquer Wr-VAR pour obtenir +o~ WfG, A’[u/x], y : T[u/x] soit
e WEG, Alu/x]
— PropSET : La substitution n’a aucun effet et I', A[u/x] est bien formé par induction.
— Var: Par induction, e~ WfG, Alu/x]. Sit = xalorsona T = U et T[u/x] = U puisque x n’apparait
pas dans U. OnadoncI', A[u/x] e t[u/x] = u : T[u/x] = U, qui peut s’obtenir par affaiblissement de
IF'teu:U.Siy: T el alors on applique simplement Var. Siy : T € Aalors y : T[u/x] € Alu/x] et on
obtient I', A[u/x] +e y[u/x] : T[u/x] par VAr.

— Prop : Par induction I', Alu/x] re T[u/x] : si[u/x] et I, Alu/x],y : T[u/x] re M[u/x] : sp[u/x].
On peut appliquer Prop pour obtenir I', Alu/x] +¢ I1y : T[u/x].M[u/x] : s2 soit I', Alu/x] re Iy :
T.M)[u/x] : sp. De fagon similaire pour les autres constructeurs de types.
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— Arp : On étudie le cas de l'application qui requiert un lemme supplémentaire. Par induction, on
al,Alu/x] +e flu/x]: Tlu/x] et T, Alu/x] +o alu/x] : Alu/x]. Si pe(T) = Iy : V.W alors pe(T[u/x]) =
Ty : V[u/x].W[u/x] (lemme 2.2.21). Par induction, on a aussi I', Alu/x] +e Alu/x], V[u/x] : s. Enfin,
par substitutivité de la coercion on a A[u/x] . V[u/x]. On peut donc appliquer App pour obtenir
T, Alu/x] vo (flu/x] alu/x]) : Wlu/x][a[u/x]/y]. Or Wlu/x][alu/x]/y] = Wla/yl[u/x] (y € FV(u)). On
adoncbien ', Alu/x] +e (f a)[u/x]: (Wla/y])[u/x].

— P1-1 : Par induction on a I', A[u/x] +e t[u/x] : S[u/x], et par substitutivité de p.() on a aussi
te(S[u/x]) = Zy : T[u/x].U[u/x]. Il suffit alors d’appliquer P1-1

— P1-2 : De méme on se retrouve avec I', A[u/x] +o t{u/x] : S[u/x], et pe(S[u/x]) = Zy : T[u/x].U[u/x].
11 suffit alors d’appliquer P1-2 pour obtenir :

L, Alu/x] ke 7o tlu/x] - Ulu/x][my Hu/x]/y] = Ulmy t/yllu/x] car y & FV(u)

— PAlIR:Ona:
Tx: VAret: T T,x:VAreT T :s
Ix:V,Are Zy:T.V :s [x:VArev: V' T,x: VA Vo V[t/y] :s
Ix: VA, (t,v)zy;T,V Xy T.V

Par induction et application de PaIr :

I A[u/x] ve t{u/x] : T'[u/x] T,Alu/x]ve T'[1/x] e T[u/x] :s
[,A[u/x] Fe Zy : Tlu/x].V[u/x] : s I, Alu/x] ke vlu/x] : V'[u/x] T,Alu/x] e V'[u/x] >e VIu/x][t[u/x]/y]
U, Alu/x] ko (t[u/x], o[t/ X)) sy:riu/xr.vins 2y 2 Tlu/x].Vu/x]

On a bien V[u/x][t[u/x]/y] = VIt/yllu/x] car y ¢ FV(u).

— o-Conv : Direct par préservation de I'équivalence =g, par substitution et application de 1'hy-
pothese d’induction pour le typage.

— -] : Par induction, (UY)[u/x] e (T4)[u/x]. Par le lemme[2.2.17), (UY[u/x])} o (TH[u/x])}. Donc
Ulu/x]¥ e Tlu/x]* et par &-|, Uu/x] o Tu/x].

— o-Prop : Par induction Ufu/x] & Tlu/x] et V[u/x] ¢ Wlu/x], donc ITy : T[u/x].V[u/x] ¢ Iy :
U[u/x].W[u/x]. La propriété est donc bien vérifiée.

— o-Sum : Direct par induction.

— o-SusskT : Par induction, U'[u/x] >e V[u/x]. On applique c-Lert pour obtenir { y : U'[u/x] |
P} e VIu/x].

— o-Rigar : Direct par induction.

O

Corollaire 2.2.23 (Substitutivité du typage avec coercion). SiI',x : V ke t : Toq UetT +o u : V alors
' tu/x]: Tlu/x] e Ulu/x].

On a maintenant tout les ingrédients pour montrer la complétude de notre systeme de typage vis-a-vis
du systeme déclaratif.

Théoreme 2.2.24 (Complétude du typage). SiT' + T : salorsT +¢ T : 5. SiT' vt : Talors AUT +e t : U,
I'te T,U:set Uc, T. Sit+ T dans le systeme déclaratif alors v I dans le systeme algorithmique.

Démonstration. Par induction mutuelle sur les dérivations de typage et bonne formation.

— Wr-Empry : Trivial.
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— WEF-VAR :

T'rA:s

FI,x: Awf seSAx¢l

Par induction 3s’,T" -, A : " &5. On a forcément s” = s puisque les sortes ne sont en relation qu’avec
elles-mémes. On applique Wr-Var pour obtenir + I', x : A.

— PropSET : Trivial.
— VAR:

T wf x:AeTl
T'rx:A

Par induction + I'et x : A € I', direct par VAr. On vérifie que si A est une sorte on dérive bien la
méme sorte dans le systéme algorithmique.

— Propo:

I'ET:s Ix:T+rU:sp
T'rIIx:T.U:s;3

(s1,52,83) € R

Direct par induction et le fait que R est fonctionnelle.
— ABs:

TrIIx:T.U:s I'x:TrM:U
't Ax:TM : IIx: T.U

Par induction AU, T,x : Tre M: U' e UetT,x : T o U, U : 5. On peut donc dériver I' +, ITx :
T.U :s.OnabienT ke Ax: T.M : IIx : T.U" &4 Ix : T.U et les deux types ont la méme sorte.

— Arr:Ona

'k f:Ilx: VW F'ru:Vv
'k (fu): Wlu/x]

Par induction, AT, T ke f: T IIx: VIWet AU T Feu: U, V.
SiT oo Ilx: VW alors pe(T) =Ilx : V.W" avec V &, V' et W o W (lemme 2.2.20).
Par transitivité de la coercion : U &, V’, on peut donc dériver

Fre f:T pe(T)=TIx: V'.W Treu:U Tre UV :5s Uc, V'
I'ke (fu): Wlu/x]

Par substitutivité de la coercion (lemme [2.2.22), W’'[u/x] oo W[u/x], la propriété est donc bien
vérifiée. Les conditions de sortes sont vérifiées du fait que u.() conserve les sortes, donc I' +,
T,IIx : V.W',IIx : VW : s puis par inversion, I',x : V +, W/, W : s et enfin par subtitutivité,
I'te W u/x], Wlu/x] :s.

— SumMm :

I'+T:s ILx:TrU:s

Trxx:T.U:s s € {Prop, Set}

Par induction '+, T :setI,x: T+, U :sous € {Prop, Set}. C’est direct par Sum.

— PaIr:

F'r2Xx:T.U:s F'vt:T I'vu:Ult/x]
Tkt wseru: Zx: T.U
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Ici, I'annotation nous force a utiliser le jugement de coercion. Par induction, Xx : T.U : s, AT",T +,
t: T oo TetAU', T +o u: U o U[t/x]. On peut montrer I' o Xx : T".U : s. En effet, par inversion
delte Zx:T.U:sonal,x: Tk, U:setparlelemmeR2I3(T" =, T), T, x: T’ o U : s. Comme
T" >4 T on obtient Xx : T".U 4 Zx : T.U. On peut donc dériver :

Tret: T’
IFreu:U Tre Ult/x], U :s U e Ult/x] TreZx:T'.U:s
Fre(x:=tu:U):Xx:T'.U

- P1-1,P1-2:On a
I'rt:2x:T.U
I'tmqt:T

Par induction, 3T',T' ke t : T" ¢ Lx : T.U :. On en déduit que po(T") = Xx : T".U" avecI'Fe T o T :
etl,x: T +e U o U:. Clairement, I' Fe 11 t : T o T it I ko mp t - U'[11y t/x] o U[my t/x] @ par
substitutivité de la coercion.

— Conv, CoErce : Dans les deux cas on a inductivement 47", T ko t : T" >4 T. Avec Convona T =g, S,
donc T’ &, S par le lemme[2.2.16, Pour Coerce on a T & S. Par complétude de la coercion, T &, S et
par transitivité de la coercion, T’ >, S. La propriété est donc bien vérifiée dans les deux cas.

O

On combine les théorémes de correction et de complétude pour obtenir la propriété suivante entre les
deux systémes :

Corollaire 2.2.25 (Equivalence des systémes déclaratif et algorithmique). T + ¢ : T si et seulement si il existe
UtelqueT' Fot:Uet U, T.

On a maintenant un systeme raffiné dérivant les mémes jugements (a coercion pres) que le systéme
déclaratif. On veut en extraire un algorithme de typage. Pour cela on doit pouvoir résoudre deux problémes :
— Vérification de type. On donne I',t et T et I'on doit décidersiI' o £ : T';
— Inférence de type. On donne I',f et 'on doit trouver T tel que I' o t : T si c’est dérivable, sinon on
échoue.
En pratique, la vérification a besoin de l'inférence puisque lorsqu’on vérifie une application fu : T on doit
inférer le type de f. On montre donc les théorémes suivants :

Théoreme 2.2.26 (Décidabilité de l'inférence dans le systeme algorithmique). Le probleme d’inférence
I' ko t:?est décidable.

Démonstration. 1l suffit d’observer que les régles de typage sont dirigées par la syntaxe du deuxiéme
argument et permettent donc d’inférer un type pour tout terme. En lisant les prémisses de chaque regle de
gauche a droite, on voit que I'inférence est décidable. m|

Théoreme 2.2.27 (Décidabilité de r.). La relation de typage I o t : T est décidable.
Démonstration. Direct. On utilise le théoreme précédent pour le cas de ’application. m]

On a désormais un algorithme de typage pour notre systeme avec coercions. Ce systeme est tres libéral
puisqu’il permet de considérer des objets comme vérifiant des propriétés arbitraires sans les montrer. Il
nous faut maintenant remettre de la logique dans nos termes pour s’assurer qu’ils sont corrects.
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2.3 Génération des obligations de preuve

On veut désormais traduire les dérivations du systeme algorithmique dans Cc1 dont le jugement de
typage est Fccr. Les termes de RusseLL ne sont pas directement typables dans Ccr puisque nous avons
permis d’utiliser des objets comme s’ils avaient des types différents de leurs types originaux avec la régle
de coercion. Il va donc falloir maintenant expliciter ces coercions pour obtenir des termes typables dans
Cc1. Cependant, on ne peut pas créer un terme complet a partir de notre dérivation, puisqu’on ne peut pas
inférer des preuves arbitraires. On utilise donc des existentielles (intuitivement des trous dont on ne connait
que le type des habitants) pour traduire le fait qu’il est de la responsabilité de 1'utilisateur de prouver que
son utilisation de la coercion n’était pas incorrecte.

2.3.1 Interprétation

On définit I'interprétation [[t]lr par récurrence sur la forme des termes (figure [2.8). Cette interprétation
renvoie un terme t’ réecrit que I’on montrera bien typé dans I’environnement Ccr [I'].

Définition 2.3.1 (Interprétation des contextes). On fait I'extension aux contextes de la fagon suivante :

- [Mi=10

—[C,x: Tl =0T x:[Tlr

Chaque jugement de coercion du systéme algorithmique permet de dériver une coercion explicite qui
sera directement appliquée a un objet.

On formalise donc les coercions par des contextes d’évaluation classiques.

Définition 2.3.2 (Contextes d’évaluation). Un contexte d’évaluation est un terme formé a partir de la grammaire
originale des termes a laquelle on ajoute des terminaux e dans chacune de regles.

Définition 2.3.3 (Substitution et composition de coercions). La substitution (I'application) dans un contexte
d’évaluation est notée c[d], elle remplace toutes les occurrences de e dans c par d.

Le composition de deux coercions notée c o d est égale a c[d], son élément neutre est e.

La substitution d'un terme pour une variable dans un contexte d'évaluation est notée c[t/x] comme pour les
termes.

Coercions explicites

On définit le systeme o, (figure qui dérive une coercion a partir de deux types S et T dans un
environnement I'. On a introduit du déterminisme par rapport au jugement de coercion algorithmique
puisqu’on donne priorité a la regle -Susset par rapport a la regle >-Proor (ces regles sont confluentes
comme nous le monterons lemme 2.3.4). On explicite aussi la priorité donnée a la mise en forme normale
de téte (figure puis a la dérivation par rapport au test de conversion dans la prémisse de >-Conv.

Notre opération de mise en forme normale de téte est définie de la fagon suivante :

On note donc T! la forme normale de téte T et T la forme normale de T.

On utilise I'équivalence =g;y, définie comme la cloture réflexive, symétrique et transitive de la relation
définie figure ??. Cette relation sera dénotée par = pour plus de clarté. Cette relation contient la f-réduction
et les projections pour les sommes dépendantes, mais aussi des relations nécessaires pour supporter 1'in-
terprétation de termes de RusseLL dans le langage. On a donc la régle n pour I'abstraction et p pour le
surjective pairing qui s’applique aux sommes dépendantes et aux objets de type sous-ensemble. Enfin on a
une forme limitée d’indifférence aux preuves pour les objets de type sous-ensemble. On ajoute une régle
de typage au systeme de Cc1 pour typer les existentielles :

I' Fcer P : Prop
I'teer?p: P

Le systeme figure dérive les termes de coercion. Il a de bonnes propriétés pour la preuve et
I'implémentation telles que 'unicité et I’admissibilité de la transitivité que nous montrerons plus tard.
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2.3.2 Propriétés

On veut montrer que si l'on a un jugement valide dans notre systéme algorithmique, alors son image
par l'interprétation est un jugement valide de Cc1. On rappelle que Ccr1 est équivalent au premier calcul
présenté ou1 la regle de coercion est remplacée par la regle de conversion.

Correction

Notre probleme se raméne a montrer le théoreme suivant :
e t:T = [T Feer [ - [TTr

Ce résultat ne se montre pas aisément. En effet le jugement de coercion rend la preuve tres difficile a cause
de son caractere non local. Pour mieux comprendre ce probléme, considérons I’exemple suivant :

Exemple Danslesystéeme algorithmique, on peut trés bien dériver I'ln : nat.listncJIIn : {x : nat | P}.listn
puisque { x : nat | P } e nat et list n =g, list 7. Sil’on interprete ces deux types, une coercion va étre insérée
dans le second type : [ITn : { x : nat | P }.list n]lr = I'ln : { x : nat | P }.list (7r; ). La coercion générée doit
donc avoir pour type : Iln : natlist n — Iln : { x : nat | P }.list (711 1), mais elle est dérivée en se basant
seulement sur les types algorithmiques. On peut vérifier ici que l'intuition de la coercion par prédicats est
bonne, puisqu’on peut dériver ce jugement :

nat =g, nat
I bccr @ : nat 4 nat : list n =g, list n
I" tecymp@:{x:nat|P}cenat: In:{x:nat|P}rccre:listnc,listn:
I"recr Ax i [{x:nat | P}]lr.e [® (711 x)] = @ (711x) : IIn : natdlistn o [In : { x : nat | P }.list n :

Supposons I' ke t : In : nat.list n alors on a la dérivation de typage suivante :

I'x:{x:nat|[[Plr}tet:IIn:natlistn I'x:{x:nat|[[P]r}+te 71 x : nat
[x:{x:nat|[Plr}Fet (1 x): list (111 x)
I'te Ax: [{x:nat | P }r.t (rq x) : TIn : [{ x : nat | P }]r.list (711 x)

On crée donc bien un terme de type [I1n : { x : nat | P }.list n]lr en appliquant la coercion a un terme de
type [Iln : nat.list n]lr, c’est 'effet recherché.

Lemme 2.3.4 (Unicité de la coercion). SiT' +, T,U :salorssiT tecrc: Toe Ui etT reer ¢ 0 T o U : alors
c=c.

Démonstration. Par simple inspection des regles, on remarque qu’une seule regle s’applique suivant la
forme de T, sauf si T et U sont des types sous-ensemble. On montre donc la confluence des deux regles
>-SUBSET et c>-PROOF :

].—'I-CCIC:T'(>.U’:
rl—CC]C[O‘10]Z{X:T'lP}D.u’:
IFreer ¢ :T={x:T'|Plec. U={x:U|Q}:

avec
¢ =elt [U'lIlr [Ax : U".Qllr clo1 ®] ?[Q]; ..y [cloy o1/x]

D’autre part :
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Trecre: TN o U
FI-CC[C”:T’D.{XSU,|Q}2
IFrecrc’[ore]:T={x:T'|Plc.U:

avec
" =elt [UTr [Ax: U.Qlrc ?HQ]]r,x:u’ [c/x]

Clairement, ¢"’[o1 ] = elt [U'[lr [Ax : U".Qllr c[o1 °] 2[Qlr vy [eloy ol/x] = c.
La confluence locale suffit puisqu’il n’est pas possible d’appliquer d’autres regles que ces deux la si ces
deux la sont applicables. m]

On peut donc raisonner comme ceci : si 'on parvient a construire une dérivationde I' ke c: T oo U
toute autre dérivation de T =, U donne le méme terme de coercion.

Lemme 2.3.5 (Réflexivité de la coercion). SiT +, A :salorsilexistec, T ey c: Ao Aietc=o.

Démonstration. Par induction sur le nombre de constructeurs I, Z, {|} dans la forme normale de A.

S’il Al n’a pas de constructeur I, %, {|} en téte, alors Al n’en a pas en téte et 'on peut directement
appliquer -Conv.

Sinon, on va appliquer la ou les regles correspondant au constructeur en téte. Le cas le plus intéressant
est si Al est de la forme { x : U | P }. Alors on a la dérivation :

IFbteepdd =e: U, U
Trecpd=C[ore]:{x:U|P}c.U:
I'reer c=elt [U]r IIAX:U.P]]rd?anr,x:u[d/x]:Al:{XZU|P}(>.{XSU|P}:
Thecrc: Ao A

On obtient la dérivation de ¢’ par induction, puisque U] contient strictement moins de constructeurs
que Al.
Ona:
c = elt [[U]]r [[/\x : U.P]]r d ?IIP]]F,X:U[d/x]

£ elt [[U]]r [[/\x : U.P]]r (01 0) ?IIP]]F,X:U[Ul o/x]

= elt [U]r [Ax : U.P]r (01 ) (02 ®)

:p [ ]
On utilise ici I'indifférence aux preuves (o). Comme (o> o) est de type [Pllr«.ulo1 ®/x] dans un contexte

ou e est de type [{ x : U | P }]Ir, on peut remplacer directement I’existentielle par ce terme. En pratique, ces
preuves pourront étre directement déchargées par 1'assistant de preuve. m|

Lemme 2.3.6 (Coercion et sortage). SiI' Fe T : 51, [ e U: sy et ke T o U :alors sy = sy et la taille des
dérivations de sortage I +o T, U : s est plus petite que la taille de la dérivation de coercion.
Démonstration. Par induction sur la dérivation de coercion.

— -Conv, &-| : Trivial.

— o-Prop : Par induction et application de la regle Prop ; on repose sur le fait que la relation R est
fonctionnelle.

— o-Sum : Direct par induction et application de la regle Sum.
— -SUBSET :

IFte T' o U :
Trte{x:T'|P}lceU:
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Sil'te {x:T"|P}:s1,alorss; = SetetI' ko T’ : Set. Donc par induction, I' +e U : Set = s5.
— -PRrOOF :

F're Toe U
TrteToo{x:U |P}:

Par inversion du jugement de typage ' Fe {x : U’ | P} : 55, 0onasy; = SetetI' +, U’ : Set, donc par
application de I'hypothése d'induction, I' +, T : Set.

O

Celemme montre que nous avons suffisament de conditions de sortes dans nos regles pour assurer qu’en
n’importe quel point d"une dérivation de coercion commengant par deux types bien sortés, nous travaillons
sur des types de méme sorte, et que nous pouvons appliquer nos hypotheses d’induction mutuelle aux
jugement de sortage correspondants.

Lemme 2.3.7 (Coercion et formes normales de téte). SiT Fecpc: Tee UalorsT reep ¢ 2 TV oo Ut avecc = ¢
est dérivable par une dérivation plus petite ou égale.

Démonstration. Par idempotence de la mise en forme normale de téte, on a la méme dérivation dans le cas
ol la derniere regle appliquée était -], sinon c’est trivial. m]

On va maintenant généraliser la réflexivité aux termes convertibles.

Lemme 2.3.8 (Coercion de termes convertibles). SiT'+s T,U : s, T =g, U alorsil existec, ' tccyc: Toe U :
avec ¢ = e,

Démonstration. Par induction sur le nombre de constructeurs I, X, {|} dans les formes normales de T et L.

- Si T| n’a pas pour symbole de téte, I, X ou {|}, alors >-Conv est la seule regle applicable et on a
c=e,

-SiT = ITy : A.B, alors ul = [Ty : A’.B" avec A =g A’, B =g B’. Par induction, I' kccj ¢ = @ :
A'ceA:etl,x: A recrcp=e0:Bee B : (Al,A’],Bl,B’| sont des sous-termes stricts de T| et U ).
On peut donc dériver : I' kccp Ax : [A’[Ir.co[e c1[x]] : T1y : A.B>o Iy : A’.B’ :. Puis par application de
-], la coercionde T a U.

On a donc:

c = Ax:[Alr.cole (c1lx])
= Ax:[[A]r.ex

- SiT! = Yy : A.Balors ul = Yy :A’.B’avecA =g A’,B =g, B’. Parinduction,I" kccy 1 = o : Acl A :
etlLy: Arccyco =e:Boo B 1 (Al,A’],Bl,B’] sont des sous-termes stricts de T et U]). On peut
donc dériver: T kccy (c1[mt1 o], c2[t2 ®][11 /YD) zyar By : 2y : A.Bo Ly : A’.B’ :. Puis par application
de -, la coercion de T a U.

On a donc:

c = (alm o], cfnz o][rt1 o/yDizyar By
(11 o, (112 ®)[701 /YD zy-a B
(111 ®, 712 ®)[5y:A" By

Zp [ ]
La substitution est inutile puisque dans un contexte oti® : Yy : A.B, y € 17 e.
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— Le cas des sous-ensembles est un peu différent. Si T = { x : T/ | P } alors U' = { x : U’ | P’ } avec
T =g U’ et P =g P’. La dérivation va avoir la forme suivante :

Frteerd=e0: T o U
Trecrd=c[oge]:{x:T'|P}lee U :
I'btecrc=elt [[u’]]r [[/\x : u’.P']]rd?[[p/]]r/x:u,[d/x] Hx: T |Ploe{x:U|P}:
Trecre: T U

Onadoncd =c'[o ®] =07 e.
On peut vérifier :

c £ elt [[u’]]r [[Ax : u’.P,II]“ d ?[[p/]]r,x:u, [d/x]
= elt [U']lr [Ax: U".P'Ir (01 ®) 2[pr]p,l0r o/a]
=; elt [U']r [Ax: U".P']r (01 @) (02 @)

On fait ici un usage tres libéral de 1'indifférence aux preuves. En effet nous ne pouvons pas encore
montrer que 02 ® : [P’ ]Irx.ur[01 ®/x] puisqu’on sait seulement que dans le contexte ot ® : [[{ x : T” |
P}, 02 ® : [Plrx.1[01 ®/x]. Montrer que les interprétations de P et P’ sont équivalentes requiert la
stabilité de la convertibilité par interprétation, ce que nous montrerons plus tard.

Lemme 2.3.9 (Coercion de sortes). Sil'tccje:sceT:oul'becre: T es:alors T =grsete=e.

Démonstration. Clairement on ne peut dériver s >, T que par c-Conv (éventuellement précédé de c-|). En
effet seule la regle -Proor pourrait s’appliquer, mais cela impliquerait que T =g, { x : U | P } avec s o U
et ainsi de suite. La seule possibilité est de dériver s =g; T ou s =g U, auquel cas U est une sorte ce qui
contredit le fait que { x : U | P} : s dans le cas précédent. On dérive donc s . T si et seulement sis =g; T. O

Lemme 2.3.10 (Affaiblissement et interprétation). Si '+, t : T alors pour tout A 2 T, [t]lr = [¢]a.

Démonstration. Les seuls endroits ot1 les environnement sont utilisés dans 1'interprétation est lors des appels
a la fonction de typage algorithmique, or on a bien la propriété quesiI' +o t: Talors A+, t: T quand I' C A
par affaiblissement. Cette propriété est donc bien vérifiée. m]

Lemme 2.3.11 (Stabilité de la coercion par substitution). SiI' -, u : U, alors

Fo I x 0 U, A wf = [[, Alu/x]] = [T, x : U Al[[ullr/x]
Ix:UAret:T = [[tu/x]lr ap/x = e cuallulr/x]
Lx:UAvrccic:Toe T 0 = T,Alu/x] recp ¢ : Tlu/x] e T [1/x] : A’ = c[[lullr/x]

Démonstration. Par induction mutuelle sur les dérivations de bonne formation, typage et coercion.
— Wr-Empry : Trivial.
— WE-VaR : Par induction sur la longueur de A.
e A=[]:Alorsona:

I'qgU:s
bo~ WEG, x : U

Clairement [T, A[u/x]] = [T] = [T, x : U[[u]lr/x] puisque x ¢ I
e A=A ,x:A:Alorsona:

s € {Set,Prop, Typel Ax ¢ T
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Ix:UAN e A:s
FaDLx:UA,y: Awf

Par induction on a

[A[u/x1r a2 = TADr wua [lulle /xT AT, x 2 U ATTudle /x] = [T, A" [u/x]1

donc
[T, Alu/x]1 = [T, A'[u/x], Alu/x]]
= [T, A[u/x]1, DAL/ X, artu/x
= [T, x: U A'T[Tulr/x], [ATr v a [Tudr/x]
= [Ix:UA, All[ulr/x]
= [T, x: U All[«]r/x]
—c-/:0Ona:

Tx:UA I—CC]C2Tl Co T :
Ix:UAvrccrc: T o T :

Par inductionona T, Alu/x] kecr ¢ = THu/x] oo TV u/x] s avec ¢’ = c[[ullr/x]. Si Tu/x]b = THu/x] et
T'[u/x]* = T [u/x] ’est direct par induction. Sinon, on a T = x7 ouT" = x7. Les deux cas sont
similaires, on traite le cas ou T = x @. Le jugement x @ &, T'! ne peut étre dérivé que par c-Proor
ou c-Conv.

e >-Proor:Ona:
F,X:U,Al-cad:x;)b. u
T,x:UArccic:x @ e Th={y: U |P):

avec
¢ =elt [U'Trxua [Ax - U -Plrcua d 20p0 gy d47y]

Par induction on a donc une dérivation de I', A[u/x] tccr 4’ : u alu/x] oo U'[1/x] : avec
—_—
d’ = d[[[u]lr/x]. Parle lemmeonaaussi unedérivationdeT, A[u/x] recr d” : (ualu/x]) e,
(U'[u/x])* : avec d” = d’[[u]lr/x].
Parlelemme2.3.6onal,x: U Are {y: U |P}: Set, etparinversionl,x: U A+, U : Setet
ILx:UA,y:U +, P:Prop. On peut donc appliquer I'hypothese d’induction pour obtenir :
(U [u/xIrapu/x = U Drvuallede/x] et [P[u/x]r,apywws = [PIcxua,yw [[udre/x]. Par
substitutivité on a aussi I', Alu/x] ke { v : U'[u/x] | P[u/x]} : Set. On peut donc dériver :
—_—
T, Alu/x] Feor d 2 (ualu/x])* oo (U [u/x])*
—_—
T, Alu/x) reer d : (ualu/x])' oo U'u/x] :
T, Alu/x) keer ¢ 2 Tlu/x]b oo (T'[u/x])Y = {y - U'[u/x] | Plu/x] ) :
[ A[u/x] reer ¢ Tlu/x] o T'[u/x] :

avec
¢ = elt [U'[u/xMr,apu/x [Ay < U Tu/x]Plu/x I afux) @ 20ei/slliy s i ld /v]

On a aussi :

[Pl /X Aty uald /Y] [PTrua,yar [[ulr/x11d’ /y]
[PTr v,y [Tl /] [d[Ludlr /x1/y]

[PIr xua,y:u 4/ yl[Tullc/x]
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Soit
A = [Plu/xr atusa,y:wiumald [yl A B = [PIrcua,ywld/y]
on a donc:

Cl

1>

elt [U'[u/xIIr,apuyx LAY = U'Tu/x].Plu/xD]r,apx @ 24

elt [U'[u/xIr apu/x [Ay = U'Tu/x].Plu/x]r afyx dlludr/x] 24

= elt [U'Irxuallelr/x] [Ay : U Plrxuallulc/x] dllulr/x] ?)[[ulr/x]
= (elt [U'Irxua [Ay : U .Plrua d ?p)[[ullr/x]

= c[[ulr/x]

— —
e >-Conv:AlorsonaT! =x7d etTV =x b ot @ = b. Par substitutivité de I’équivalence,

T u/x] = T4 u/x], donc par le lemme onal,Alu/x] tcer ¢ : ualu/x] e u blu/x] : est
dérivable et ¢’ = o = o[[u]r/x].

Dans le cas ot T = x @ et T! # x @, lejugement T, x : U, A rccr ¢ : TY &4 x @ : e peut étre dérivé
que par &-SuBseT ou c>-Conv.

e >-SusseT:Ona:
T,x:UAvrcer U (>.x_a>:
F,x:LI,AI—CCIC:C’[mo]:Tl:{y:U’lP}(>.x7:

—_—
Par induction, on a une dérivation de I', A[u/x] tccr ¢ : U'[u/x] e 1 a[u/x] : avec ¢’ =
c’[[ullr/x]. On peut donc dériver :

I, Alu/x] reer ¢ - U'u/x] e u m :
T, Alu/x] reer ¢’ [o1 o] = Tlu/x]b = {y: U'[u/x]| Plu/x]} oo T'[u/x]* :
[, Alu/x] becr ¢’ [or o] : Tu/x] e T [u/x] :
Clairement, c”’[o1 ] = ¢’[[ullr/x][o1 o] = ¢’[o1 e][[ullr/x] = c[[ulr/x].
—-Conv:OnaT=T, T =174T =pn T et ¢ = o. Par substitutivité de la p-équivalence, on a

aussi T[u/x] = T'[u/x]. Par le lemme on sait qu'il existe une coercion ¢’ telle que le jugement
I, A[u/x] recr ¢ : Tlu/x] & T'[u/x] : est dérivable et ¢’ = o. On a bien ¢’ = ¢[[[u]lr/x].

— &-Prop:Ona:
T,x:UAvrcercq A G A I'x: LI,A,y:A’ Focr €2 : B oo B :
F,x U A Fccr /\y : [[A,]]F,x:ll,A- Cz[O Cl[y]] : l_[y :ABc, Hy :A'B

Par induction et application de &-Prop :

T, Alu/x] keer ) : A'[u/x] e Alu/x] : [, Alu/x],y : A’[u/x] bcer ¢ : Blu/x] o B'[u/x] :
I, Alu/x] becr ¢ : Iy : Alu/x].Blu/x] oo Iy : A’[u/x].B'[u/x] :

ou
¢’ = Ay : [A[u/x]r ayx- cole i Lyll  c; = allullr/x] ¢ = co[[ullr/x]
Par le lemme de coercion et sortage (2.3.6), avec T, x : U A +o [Ty : A’.B’,Ily : AB:sonal,x: UA+,

A’, A : s1. On applique 'hypothese d’'induction pour obtenir [A"[u/x]]r Afu/x] = [A It xuallulr/x].
On a donc bien ¢’ = c[[[u]lr/x].

— ©-SuM, >-ProoF, &-SusskT : Idem, direct par induction.
— ProprSET : Trivial.

— VAarR:Ona:
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Fe I, x: U A WE y:Te,x:UA)
Fx:UAvrey: T

e Si x # y, alors par définition de l'interprétation, on doit montrer [y[u/x]lr A/ = ¥y =
[y xuallulr/x].

e Sinon, f[u/x] = u et [[”]]F,A[u/x] = [xIrxuallullr/x] = [ulrxua. On utilise ici le fait que
[tlr = [t]a siT re £ : T pour tout A incluant T (lemme 2.3.10).

— App:

[x:UAvre f:F pe(F)=Ily:AB:s Ix:UAtee: E Tx:UAre Ece A
T,x:UAr. (fe):Ble/yl

Par induction :

[ f[u/x1r a2 = Uf Irvualludr/x]
lelv/x]Mr afu/x = Lellrcuallulr/x]

Par définition de la substitution et de l'interprétation,

[(f Olrvua = ((tr [fIrxua) (ce Lellrua))
oll
ng = coercer.ya F (Ily : A.B)
ce = coercer A EA.

On a la substitutivité du typage[2.2.22|donc le jugement substitué est :

I, Alu/x] ke flu/x]: Flu/x] I'te E[u/x],Alu/x] :s
pe(Flu/x]) =Ily : A[u/x].Blu/x] : s I, Alu/x] ve e[u/x] : E[u/x] Elu/x] ¢ Alu/x]
T, Alu/x] +e (f )[u/x] : B'[e[u/x]/y]

Soit e’ = e[u/x] et f* = f[u/x], on a donc d’autre part :

[(f olu/xMrapum = Lf €Tramu/x
= TtppuylLf I A co [le e apu/xl
ou
Tlru/x] = coercer ap/x] Flu/x] (ITy : Alu/x].B[u/x])
co = coercerap/x] E[u/x] Alu/x]

Par induction, il existe des coercions 4, e telles que : I', Alu/x] +ccr d : Flu/x] oo (Ily : A.B)[u/x] : et
I, Alu/x] bccy e : E[u/x] o Alu/x] : avec d = me[[[lullc/x] et e = c.[[ullr/x]. Par unicité des coercions
on en déduit que d = 7tpp,/y ete = cp.
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On peut vérifier :

[f elrxualldr/x]

{ Définition de l'interprétation }
(e[l f e xual) (celllelrv.uaDludr/x]

{ Définition de la substitution }
= (mp[lodle /XTI f I a lloedle /xT1) (celludle /x1MMellr x.uallude/x11)

{ Application de I’hypothese d'induction pour les termes }
(re[[udle /xITLf T, apua D) (cellulle /x]00e’ I au/a D)

{ Application de I’hypothese d’induction pour les coercions }
@[Lf Ir,apuyx]) ellle Tr afu/x]

{ Unicité des coercions }
= e [Lf e apu/x] cerllle’ Tr agusx]

{ Définition de 'interprétation }

2 [[(f e)lu/xrafu/x

1>

— Prop, SuMm, Susset : Par induction.
— ABs: Ona:

Fx:UAvr ITy:T.U :s Fx:UAy:TreM: U
Fx:UAvre Ay : TM: 11y : T.U

On a bien :
[Ay : TMIruallulr/x]
{ Définition de l'interprétation }
= Ay [TIrxeuallulr /x].IMIrxua,yr[[edr/x]
{ Application de I’hypothese de récurrence }
= Ay [TTu/x]r,apuy-IMIu/x1]r A,y T
{ Définition de l'interprétation }
= [Ay: Tlu/x].M[u/x]DrAfu/x
— PAlIrR:On a

Fx:UAvret: T T,x:UAbre T oT:s
Ix:UAreZy:T.V:s IFx:UArev: V' T,x:UAvR V' o V[t/y]:s
Ix:UAF, (t, v)Zy:T.V : Zy :T.V

et le jugement substitué :

[, A[u/x] ve t{u/x] : T'[u/x] T,Alu/x]ve T'[u/x] e T[u/x] :s
I, A[u/x] Fe Zy : Tlu/x].V[u/x] : s I, Alu/x] ke vlu/x] : V'[u/x] T,Alu/x]re V'[u/x] >e VIu/x][t[u/x]/y]
T, Alu/x] ke (t[u/x], 0[u/XD)syriusx vin 2 2y 2 Tlu/x].VIu/x]

Ona V[u/x][t[u/x]/y] = VIt/y][u/x] puisque y & FV(u).Icion ales coercionsI',x : U, A rccrc: T' o
T:etl,x:UAvrccrd: V' oo V[t/y] :. Par induction on obtient I', A[u/x] Fccr ¢ : T'[u/x] oo Tu/x] :
et I, Alu/x] rcer ¢ - V'[u/x] oo VIt/yllu/x] : avec ¢’ = c[[ullr/x] et d’ = d[[ullr/x].
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[(t, )zt virxuallulle/x]
{ Définition de l'interprétation }
2 (cIltIrxual dillolr xuaDiser v o [Tedr /x]
{ Application de I'’hypothese de récurrence }
= ([t />0, ALy ), @ ol / X, apua DI v/l g
{ Définition de l'interprétation }
= [[((t/ u)Zx:T.V)[u/x]]]F,A[u/x]

- P1-1,P1-2:On a

Ix:UAFet:S pe(S) =Xy :T.U
Fx:UAvremt:_

T, Alu/x] ve t{u/x] : S[u/x] te(S[u/x]) = (Zy : T.U)[u/x]
I, Alu/x] e mt; tlu/x] : -

Encore une fois on obtient la coercion I', A[u/x] tccy ¢ = S[u/x] & (Zy : T.U)[u/x] : par induction sur
la dérivationde I',x : U, Atccrc: S Zy : T.U . Onac’ = c[[ullr/x].

(7 tIr vualludr/x]
{ Définition de l'interprétation }
70 [t xuall[udlr /x]
{ Application de 'hypothese de récurrence }
7t ¢ [[#[u/x]r Afuyx]
{ Définition de l'interprétation }
[[7e; tu/x]Dr ALy

1>

1>

On va maintenant étendre la relation de coercion aux contextes de maniere canonique.

Définition 2.3.12 (Coercion de contextes). On définit inductivement la coercion de deux contextes de coercions
algorithmiques par les régles suivantes :

- [leddl
—Tx:Tee(x:T)silTcel"et Tee T.

De méme pour les coercions explicites dérivées par le jugement I' Fecrc: T e S .

Définition 2.3.13 (Coercion explicites de contextes). On définit inductivement la coercion de deux contextes de
coercions explicites par les reégles suivantes :

- [Ieall
—pc:x:DNeoe,x:T)sip:Teg"etT'recrc: T T

Clairement toute coercion de contexte algorithmique correspond & une coercion de contexte explicite et
vice-versa.

Définition 2.3.14 (Extension de la substitution aux coercions de contextes). On définit la substitution d'une
coercion de contexte inductivement :

[l =t
- tHp,o):T,x:T)oe (I, x:T")] =t[p : T oo I'"][c[x]/x]
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Lemme 2.3.15 (Stabilité par affaiblissement des coercions). SiT ccrc: Teo T” 1, alors pour tout A, p : AT’
tels que [T'Ia = [T'Irlpl, ona Avccr ¢’ : T o T' : et ¢ = c[p] avec une dérivation de méme taille.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de coercionI' Fecjc: T oo T .

—c-l:0OnaTl reepc: TV o T . Par induction, A Fecy clpl : T! >, TV ;. On peut donc dériver
Avrccrcelp] : Toeo T : par -

— -Conv:OnaT =gz T" et c = o. On peut donc dériver A kccy ¢’ = o : T ¢ T' :, on a bien ¢’ = c[p].
— -Prop:Ona:

IFrecrcp:Coe A Ix:Crecrcr:Bee D
I'tecr Ax 2 [Cllr. co[® cq]x]] : [Ix : ABoe IIx: CD :

Par induction on a A Fccy c1[p] : C o A :. On peut définir la coercion o = p, e : (A, x: C) o (I, x: C)
et obtenir par induction : A,x : C kccy ¢} : Beo D zavec ¢} = cofo].
On peut alors appliquer c-Prop pour obtenir :

Arcer ¢ = Ax : [Cla. colo][e cilpllx]] : TIx : A Beo ITx: C.D:

(Ax : [Cllr. c2[® c1[x]Dp]
{ Définition de la substitution }
= Ax: [Clrlpl-(c2lpDle (c1lpDIx]]
{ Condition [T’']la = [T'Irlp] }
Ax : [Clla-(ca[pDle (c1[pDIx]]
{ Coercion identité dans o }

= Ax: [Cla.(c2[o])[e (c1[p]DIx]]

— >-SuMm :

IFrecpcr:AceC: ILx:Avrccrcp:BoeD:
I keer (ealm o], comty o/x][12 ®])zrcpp : X : ABee Ex: CD :

Par induction on a A kccy c1[p] : A =o C :. On peut définir la coerciono = p, e : (A, x: A) e (I, x 1 A)
et obtenir par induction: A, x : A +ccr c2[0] : Beo D :

On peut alors appliquer c-Sum pour obtenir :

A rcer ¢ = ((cilpDIm o], (co[o])mt1 o/x][m2 ])zxcpy, : Zx: ABoe Zx:CD:

clpl
{ Définition }
Z ((c1[mty o], co[m2 o][mt1 ®/x])=x-c.op0)[P]
{ Définition de la substitution, x ¢ p }
= (alpllm o], calpllmz ][m1 o/xDzv.copr(p]
{ Condition }
= (cilpllmty o], calpllm2 e][m1 ®/x])[zr.cD],
{ Coercion identité dans o }
= (ci[pllmy o], c2[o][m2 o][7t1 ®/x])[sx.cD],s
{ Définition }

/

c

1>
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— &-PRrROOF :

rl-ccjd:T(>.u:
I'tecpe=elt [Ulr [(Ax : UP)]r d ?ﬂP]]r,x;u[d/x] Toed{x:U|P}:

Par induction, ona A +ccr d[p] : T o U :. On peut donc dériver :
A Fcer ¢ =elt [[U]]A II(AX : LIP)]]A d[p] ?[[P]]A,x;u[d[{)]/x] T > { x: U | P } :
Onabienc[p] =c’, car:

clpl
{ Définition }
(elt [UTr [(Ax : ULP)]Ir d ?ppyp tayx)[p]
{ Condition [{ x: U|P}a =[{x:U|P}rlp]}
elt [U]a [(Ax : UP)]a dlp] 2Py culd/xlip)
{ Définition de la substitution }
= elt [Ulla [(Ax : UP)a dlp] ?gpyr culplidiol/x]
{ Condition [Pl x.ur = [Plrxulpl }
elt [U]a [(Ax : UP)]a dlp] ?py, culdipl/x]
{ Définition }

/

1>

= c

— o-SusskT : Direct par induction.
]
Pour montrer le prochain lemme, on a besoin d"une propriété essentielle de la coercion, la transitivité.

Lemme 2.3.16 (Transitivité de la coercion avec affaiblissement). S’il existe c1,c tels queI' Fecpc1: Sca Tt
et Arccrca: Too Uiavecp: Ao et [Tlrlpl = [T1a, alors Alc, Atccrc: Se U et c =co 0 cq[p]

Démonstration. Par induction lexicographique sur la paire de dérivations de c; et c».

— o-Conv : On va traiter les cas ou cette regle est utilisée en racine d’'une des deux dérivations,
d’abord a gauche puis a droite.

SE[;T(T
Trecrcr=0:50,T: Arccrcr:Toe U

Les conditions de bord de >-Conv nous donnent comme hypothéses que S et T sont en forme normale
de téte et que S # I1, %, {|}. Par inversion de la p-équivalence S =g, T, on a aussi T # I, %, {|}. Les
seules regles pouvant s’appliquer a la fin de la dérivation de c; sont donc -Conv, &-| et &-Proor.

e -Conv: Alorsona U = U! # IT, %, {|}). La coercion composée est alors e o e. C’est bien la
coercion dérivée pour le jugement A kccy @ : S o U : par -Conv.

e >-| :Onaalors A kecp ¢ @ TV oo U . Comme T = TY, on peut appliquer 'hypothese
d’induction pour obtenir une coercion c telle que A Fccyc: S &, Ul :etc=co c1lpl. Une
application de - suffit pour obtenir une dérivation de A Fccyc: So U tavecc = cx 0 cq[p].

e >-Proor:Iciona:

37



A I—CC[d To, U :
A Fccr €2 = elt [[U’]]A IIAX : LI’.P]]A d ?[[P]]A[d/x] Toea U= {x u’ | P} :
Par induction, il existe une coercion d’ = d o c1[p] = d telle que A rccr d' : Seo U’ . On
applique c-Proor pour obtenir la coercion c de S a U. Clairement ¢ = c o c1[p] = c2 0 @ = c.

Supposons maintenant que la dérivation de ¢, termine par une application de >-Conv. Alors T et U
sont en forme normale de téte et T, U # I1, X, {|}. Les seules régles pouvant apparaitre en racine de
la dérivation de ¢ sont donc &-Conv, -] et c-SUBSET.

e >-Conv:Alorsona$ = S # I Y, {|}. La coercion composée est alors e o e. C’est bien la
coercion dérivée pour le jugement A ccr @ : S &, U : par >-Conv.

e -] :OnaalorsT tccp c1 ¢ St oo TV & Comme T = T!, on peut appliquer 'hypothese
d’induction pour obtenir une coercion c telle que A ¢y ¢ : Sle,U:etc=cpo0 cilp]. Une
application de - suffit pour obtenir une dérivation de A Fccyc: So U tavecc = cp o cq[p].

e -SuBseT:Iciona:

Frecrd:S e T
Ilrecrep=dlope]:S={x:5|P}c.T:
Par induction, il existe une coercion d’ = c; o d[p] = d[p] telle que A ey d' : S" o U :. On
applique c-SuBseT pour obtenir la coercion ¢ = d[p][o; e]de Sa U.On a

¢ =d[p]lor o] = d[o1 e][p] = c2 0 c1[p]

FI-CCICZSLD.TL:
Trecrc:SeeT: Avrccrd:Toeea U :

Si T = T! alors c’est trivial par induction et application de -|. Sinon, la seule regle permettant de
dériver A rccr d : T o U : est o-]. Il suffit alors d’appliquer 'hypothése d’induction pour obtenir
une dérivation de A +ccp ¢ : St oo Ub tavecc = ¢ 0 c1lp] puis -] nous permet de construire le
jugementI' Fccrc: Sce U .
De méme sil’on a une application de -| a la racine de la dérivation de droite.
On peut donc se ramener au cas ott >-Conv et -] ne sont appliquées a la racine d’aucune des deux
dérivations.
— o-Prop :
IFbrecrer: X e Xt Tx: X recrcr: YooY
T'recpe=Ax [ X Ir.co[@cq[x]] : TIx : XY o Ix : X7.Y7 Avrcagd:TIx: X' Y o U :

Par induction sur la dérivation A Fccr d : Ix : X'.Y’ &4 U :. Seules deux regles peuvent s’appliquer
a la racine :
e -Prop:Ona U =Ilx: S.T et la dérivation a la forme :
AI—CCId1:S(>.X,: A,x:SI—CC[dziy,(>.T:
A Fccr d= (/\x : [[S]]A.dz[O dl[x]]) TIx: XY oo [Ix: S.T:
On peut construire une coercion de contextes de 0 = p,d; : (A,x : S) oo (I,x : X’). Par
le lemme on obtient la dérivation A, x : S kccy ¢} 1 Y o Y’ 1 de méme taille que la
dérivation de c; telle que ¢ = c2[6]. On obtient de méme A kccy ¢] : X' o X :avec ¢} = a1p].
En utilisant une coercion de contextes partout l'identité, on obtient par induction avec les
dérivations de ci et d; d'une part et cé et d, d’autre part, deux coercions ey, e, telles que :

Avrccrer=cilplodi:Sce X AAx:Skecrea =daocofp] : Yoo T

On en déduit :
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Arccrer:Sce Xt Ax:Stecrer: Yoo T
Avrccre=Ax:[S]a.ea[®er[x]] : TIx : XY o [Ix: S.T :

Onabiene=doc[p]:

d o clpl
{ Définition de cetd }
(Ax : [S]la-dz[® di[x]]) o (Ay : [X"Ir-c2[e c1[yIDIp]
{ Composition des contextes }
= Ax:[S]a-d2[(Ay : [X'Ir-cale c1[ylDIp] d1lx]]
{ Substitution dans ’abstraction }
= Ax:[S]a-d2[(Ay : [X Ir[p]-cale c1[ylllp]) dilx]]
{ Réduction }
—p  Ax: [S]a-d2[(c2[® calylllpDldi[x]/y]]
{yép}
= Ax: [STadal(ealplle i lplyIDida x1/1]
{ Définition de 0, y ¢ d1[x] }
Ax 2 [S]la-d2[c2[O][e c1[O][d1[x]]]]
{droco[0] =er}
Ax : [S]a-e2[® c1[0][d1 [x]]]
{x¢c1=ci[0] =calpl)
Ax : [S]Ia-e2[® eq[x]]
{ Définition }

>

1>

1>
o

o -Proor:Icill ={y:U" | P} etladérivation commence par :
Avrccre: TIx: XY o U :
Avrccrd=elt [U']a [Ax : U .Pla e ?pppufesx) s TIx : XY oo {y: U | P} :
Par inductionona A rccr f =eoc[p] : TIx : X.Y oo U’ :. On peut donc dériver :

AI—CC[f:HX:X.YD. u
Avrcopd =elt [UA [Ax : U'.P]a f ?ﬂp]]A[f/X] TIx: XYoo U:

On peut vérifier que d’ = d o c[p] :

doclp] £ (elt [U']la [Ax : U'.Plla e ?ppp,rerx)clpll
elt [U'a [Ax : U".Pla elclp]] ?gpyafelcton/x]
elt [[U’]]A [Ax : U'.P]]A f ?[[p]]A[f/x]

d/

>

— o-Sum : De fagon équivalente a -Prop, on fait le cas olt >-Sum est utilisée a la fin de la dérivation
ded.

Abrcerdy i X e X Ax:X btecrda:Y oY

Ilrecpe:Tog Xx: XY A ‘Fecr d= (d][T(l o], dor[115 ®][T11 ./x])IIZx:X.Y]]A Zx XY oo Lx: XY
Par induction sur la dérivationde I' Fecpc: T oo 2x - XY 1
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e >-SuBseT:Ona:

Trecicr: T Yx: XY
I'recre=cifor o] :{y:T|P}loeZx: XY :

Par induction, A kccr f =doci[p] : T e Zx: X.Y :;,onadonc:

Avrccr f=doclp]l : ToeXZx: XY :
Avrccrc =floro]:{y:T|P}oeXx: XY

On a bien:
doc[p] = docifor e][p]
doci[p]lor o]
= floy e]
=2
e >-Sum:0Ona:
FI-CCIC1:S(>.X/: F,x:SI—CCICQZTD.Y/Z

I tecr ¢ = (c1[mr o], co[my o/x][m2 @Dz yrpy : Zx: ST e Zx : XY

Par affaiblissement pour les coercions (lemme onaAkccrc): See X ravecc) = ci[p].
On peut aussi construire la coercion de contexte 0 = p,® : (A, x : S) &4 (I, x : S). Par le méme
lemme on obtient A, x : S kccy ¢ 1 T oo Y’ avec ¢, = ¢2[6] = c2[p]. On peut enfin construire
lejugement A, x : S ke d) Y o Y avec d), = do[c][x]/x].

Par induction en utilisant une coercion de contexte partout l'identité on a donc :

A}-CC[elEleCl[p]ZSD.X: A,x:SI—CClezEdéOCQZTD.YZ

Arccre = (er[my o], ex[m1 o/x][m2 @) [zrx vy, : X : ST e Xx : XY :
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On peut vérifier :

d o c[p]
{ Définition de d }
(di[m1 o], do[mt1 ®/x][112 ®])[zxx vy, [clp]]
{ Substitution }
= (di[m c[pll, da2[m1 clp]l/x][m2 clp]Dizex ],
{ Réduction }
—r (dilcipllmy o]l da[(ci[m oD)pl/xI[c2lpllm1 o/x][m2 @] [zx:x v],
{ Définition de ¢; }
(e1[mty o], da[c1[pl[m1 e]/x][c2lpllm1 o/x][m2 ®]])[zx:x.v],
{ Définition de ci }
(e1[mty @], da[c][m1 @]/x][c2[p]lm1 o/x][T2 o]z Y1,
{ Définition de dé }
(e1[my o], d}[m1 o/x][ca[p][m1 ®/x][T2 @]z 1,s
{x ¢com ®/x]}
(e1[mty o], di[calp]lma o]llrt1 /XD [zr:xv]a
{ Définition de ¢} }
(e1[rt1 o], di[ch[mt2 @]][m1 ®/X])[r:x vy,
{ Définition de ¢, }
(e1[mty o], €5[2 o][t1 ®/x])[zrx. Y],
{xgme}
= (e1[m1 o], e2[1 o/x][112 ®])[zr:x Y],
{ Définition de ¢ }

1>

1>
Y

— -Proor:

T'kecre:See T
I'recrer =elt [TIe HAX:T-P]]FE-?[[P]]MT[e/x]15(>-{X3T|P}I Arccrcr:{x:T|PleeU:

Par induction sur la dérivation de c5.

e -SusseT: Ona une dérivation A kccy ¢, : Teo U &, donc par inductionona A kecp ¢ : See U
avec ¢’ =cj oe[p].
Onabienc’ =cyocq[p]:

coclpl = oy e]oalp]
= Cé[(}l eJo(elt [TIr [Ax: T.P]re ?[[P]]r,x:T[E/x])[p]
=g Glelp]]

= [

e -Proor: Alorsona:
AI—CC[CQI{XZT”D}D.U’Z
Atrccr e = elt [U']a [Ax : U".P']a €] ?'Ip/]]A’x:u,[Cé/x] {x:T|Ploe{x:U|P}:
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On peut appliquer 'hypothese d’induction pour obtenir une dérivation de A rccr d =
csocy[p]: S e U’ : et par application de &-Proor on obtient une coercion ¢’ :

cocalpl = (elt [U'Na [Ax : U".P'lIa €5 2qpry, upicy/m) © €1lp]
= elt [U']la [Ax : U".P']la c5lerlp] 2qpny r e len Lol
elt [[LI’]]A [[/\x : U’.P’]]A d ?[[P']]A,x;u'[d/x]

’

[

1>

— >-SUBSET :

IFrecrce:S oo T
Il'tecrd=clo10]:S={x:5|P}lc.T: Avrccre:Too U

Par induction il existe une dérivation de A ccy f =eoc[p] : S’ =o U :. On peut donc dériver :

AI—CC]fZS/D.u:
Avrccr flopo] :S={x:S|P}c.U:

A

On a bien flo1 o] = (e o clpDlo1 o] = e o clplior o] = o cloy ollp] 2 eodlpl.
Dans le cas olt >-SuBsET est utilisée a droite, la seule regle applicable a gauche est >-Proor et 1’on a
déja traité ce cas.

O

Corollaire 2.3.17 (Transitivité de la coercion). SiT Fecrcp : Soe T i et T becp o @ T o U : alors il existe
c=cpocytelquel Fecpec:Sceo U

On peut maintenant énoncer le lemme de symétrie :

Lemme 2.3.18 (Symétrie de la coercion). S’il existe c tel que I Fccp ¢ : Ao B :alors A Trecr e i Bol A
1

etcloc=e=cocl.
Démonstration. On sait que le jugement >, est symétrique, c’est a dire qu’on a 1’existence des inverses. On
utilise la transitivité pour montrer le reste du lemme. SiT ey c: Ao B et ko cl:Boo A :alorsil
existe des coercions f et f~! telles que T +ccy f =cloc: AceA:etT koo fl=coc™ : Boe B Par
réflexivité (lemme 2.3.5) et unicité des coercions, f = eet f~! = o, m]

Lemme 2.3.19 (Stabilité par affaiblissement). SiI' v, t : T alors pour tout A, p: Ao I', Ao t: T et il existe
a, Arccra: T oo T :avec [[tIr[p] = alllt]al

Démonstration. La premiere partie du lemme se déduit par applications répétées du lemme de restriction

On va utiliser a plusieurs reprises le résultat suivant : Si une prémisse du jugement sur lequel on fait la
récurrence est dela formeI +, T : 5, alors on peut appliquer ’hypothese d'induction pour obtenir A +, T : s’
avec a tel que A Fecr a s e 8" tet [Tlr[p] = a[[T]a]- Or comme s est une sorte, onas’ =seta =e.0Ona

donc [TTr[p] = [T]a-
Par induction sur la dérivation de ¢.

— Var:Ona:

Fox WEG y:TeTl
F'rey:T
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Par définition de la coercion de contextes, il existe ¢ : (T o T) € p. Soit &« = ¢, on a bien :
[yIrlpl = cly]l = allylal:
— App: Ona:
I'te f:F ue(F)=Ily:AB I'ree:E TreEA:s Ec.A
I'te (fe):Ble/yl

et donc par induction, A +e f: F"avec Atccy o : F' o Fret Abee: B avec Abccy et E' oo E .

Par définition de l'interprétation,

[(felr = ((elllfIr]) (cellelr]))
ou
nr = coercer FIIy: A.B
c. = coercer EA.
De méme :
[fela = @ellf1al) (colle’1aD
ou
np = coercep F'ITy: A".B’
cr = coercey E' A’

OnaT rccp mip : Feo Iy : A.B ¢, donc par le lemme[2.3.15/on obtient A kccy mtr[p] : Foo Iy : A.B :.On
peut appliquer ce lemme puisque [Ty : A.B]]a = [T1y : A.B]r[p] par induction («a est nécessairement
l'identité).

On a donc les coercions suivantes dans I'environnement A :

Iy : A.B
Y
af f

’ T ,l ’ R’

F Ily: A’.B

Par symétrie et transitivité de la coercion, on en déduit qu'il existe ¢y, A bccp cf : Iy : A”.B o Iy :
A.B :. La coercion ¢y est nécessairement de la forme : Ay : [A]a.co[® c1[y]l oW A becr e : Ase A” s et
Ax:Abrccrco: B >4B:.

Par le lemme onaA kccy ce[p] : E e A :, de méme que précédemment on obtient la condition
nécessaire par induction sur la dérivationdeI' ko A : s.

On a donc les coercions suivantes dans I’environnement A :

celpl 4
QQT iCl
Cot
E--—-- - A’

Par transitivité, il existe donc une coercion A +ccy cpr 4 = ce[p] 0 @, : E' &4 A :. Par le lemme en
utilisant la coercion de contexte e,...,cp a4 : (A, x: E') ¢ A, x : A et la dérivation de c; on a donc :
A,x: E keer et B e Bravec ¢} = oo (ce[pD)lac[x]]/x].

Par le lemmeavec A kccy e : E et la dérivation de ¢, on obtient : A kccy ¢ : B'[e/x] & Ble/x] :
avec

¢y = Slllella/x] = eal(celpDlaellellall/x]
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Soit a = ¢/, on peut vérifier :

af[[f ellal
{ Définition de l'interprétation }
= al(np [[f1aDlce [Telalll
{ Définitions de a et ¢.» }
colce[p] [ae[lelaDI/xT [((me [T Ta]) [(e1 o colp] o ae)llelalD]
{ Définition de la composition }
= cfclpl [(aellelaD]/x] [((me [LfTa]) [erleelpllacTelallID]
{ Définition de cs (= Ax.cz[® c1[x]]) }
= cfl(mp [If1aD [celp] [aellelallll

{ Commutation du diagramme pour la fonction }

(melpllaf[lLf a1l [cclpllee Tellall)

{ Définitions de oy et a, }

(e[p]LfIrlp]]) [eelpllTelrlpll]

{ Définition de l'interprétation }

[f elrlp]

>

— Prop:On a

T'teT:51 ILx:Tre U:sy
Tre IIx:T.U : s3

(Sli 52, 53) eR

Par induction, A ke T : sy et A, x: T +, U : 55 (en utilisant une coercion identité ajoutée a p). On peut
donc appliquer Prop pour obtenir le résultat désiré avec @ = o. De méme pour Sum, SUBSET.

— ABs:Ona

T'reIIx:T.U:s Ix:TreM: U
T're Ax : TM :TIx: T.U

Par induction, A +¢ ITx : T.U : setil existe U’, A,x : T +¢ M : U’ avec une coercion A, x : T tccp & :
U’ &, U : telle que [M]rx.1[p, o] = a’'[[M]ax.1]-
Soit a la coercion : A Foer Ax : [Ta.o’[@ x] : TIx : T.U' &4 I'lx : T.U :. On a bien :

a[[Ax : T.M]a]
{ Définition de l'interprétation }
afAx : [Tla-IMIa 1]
{ Définition de la coercion « }
Ax : [T]a-a'[IMIaxT[x/x]]
{ Définition de le coercion ' }
Ax : [T]a.IM]rx.7lp]
{ Hypotheése d’induction, [TTlx = [Tlr[p] }
Ax : [TTrlpl-IMIrx7lp]
{ Définition de la substitution }

= (Ax: [TIr.IMIrx1)[p]

1>

>
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— PAalR:Ona:
IFtet: T TreT ceT:s
Fre Zx:T.U:s Freu:U Tre U o Ult/x]:s
T+ (t,u)zx;T.u Xx:T.U

On a donc les coercions : I' kecp ap : T oo T i et I kecp ayy © U' o Uft/x] :. On peut les faire passer
dans l’'environnement A par le lemme 2.3.15| (la condition est vérifiée en utilisant la dérivation de
I['te Zx: T.U : s). On obtient :

Avrceradpl : T oo T 2 AA Fecr aylp] - U oo Ult/x] :

Par induction :

Abet: T T' 6T
Aroqu:U" Are 2x:T.U:s Are U7 s U’ =6 Ult/x]
Ate (t, u)Zx:T.U Xx:T.U

Avec les coercions :
Avccr Be: T" oo T' 4, Bellitla] = [tDr[p]

Akrcer pu: U o U, Bullulla] = [ulrlpl

Par transitivité de la coercion on peut construire les coercions
Atccr xe = arlplofr: T” o T AA et Xu = aulplo fu: U o U

utilisées dans le jugement précédent.
Par réflexivité de la coercion,ona A tccra=e : Lx: T.U e Xx: T.U :.
On peut vérifier :
all[(t, w)zxrullal
{ Définition de 'interprétation }
(el aL xullulaDpzer.un,
{ Définition des coercions }
= (el pllBellENAIL awulplBul i alD gz uny
{ Hypotheéses sur les coercions }
(@ lpNArp1), LIl [ e,
{ Définition de 'interprétation }
[(t, w)sxrulrlpl

>

>

1>

- P1-1:
I'tet:S He(S) =Xx:T.U
I'remt:T

Onnomme pglacoercionde Sa Xx : T.U. Parlelemme[2.3.15|on obtient : A ¢ ps[p] : SceXx : T.U .

Par induction, il existe a;, A Fccr ar 1 S” o S s et ay[[t]a] = [tIr[p]. Par transitivité de la coercion, on
alAtcerag = uslploay : 8" oo Xx : T.U . On en déduit qu'il existe T’, U’ tels que po(S’) = Zx : T".U’
et qu'il existe une coercion f3 telle que

Arecr B = (c1lmy o], ca[ma o[ty ®/xD)swerr : Zx: T U o Zx : T.U -

avec o ug = uslp] o ay.
Soita =cj,onabien Arccya:T o T .
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Ona:
a[[[m tlal

{ Définition de l'interprétation }
c1lmy ps [[t]all

{1 p=ci[m o]}
= (1 P)lps [Mtall

{ Définition de la substitution dans les contextes }

= 1y (Blus [Ithall)

{ Transitivité }
11 ps[pllexl[tlall

{ Hypothese d’induction }
71 uslpl[ltlrlpll

{ Définition de 'interprétation }

[ tlrlp]

>

1>

- P1-2:

Fret:S He(S) =Xx:T.U
I'bke 1o t: Ul t/x]

Onnomme yglacoercionde S a Xx : T.U. Parlelemme[2.3.15|on obtient : A Fccr ps[p] : SceXx : T.U .

On peut peut appliquer I'hypothése d'induction sur I' , t : S pour dériver :

Aret:S Ue(S') =Xx : T".U’
Arempt:T

Par induction, il existe a;, A Fccr ar 1 S” o S s et ay[[[t]a] = [tIr[p]. Par transitivité de la coercion, on
sait qu'il existe une coercion de §” a Xx : T.U. On en déduit qu'il existe T’, U’ tels que po(S") = Xx :

T".U’ et qu'il existe une coercion f telle que

A recr B = (c1[mr o], ca[ma o][my o/x) sty : Xx: T'.U o Xx: T.U :

avec f o ug = uslp] o ay.
On a donc les coercions suivantes dans l’environnement A :

S Yx:T.U
A

uslpl
atT Bl
, \
p——— N R}

Par substitution pour les coercions, avec les dérivation de 7y t et de ¢, on obtient : A kccy )

cofllmy tlla/x] - U'lmy t/x] oo Ulmy £/x] .
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Soit o = cé. Ona:

a[[[r2 tal

{ Définition de cé }
co[l[my tha/x][[m2 t]al

{ Définition de 'interprétation }
co[my ps [[tNal/x][[m2 t]A]

{ Définition de 'interprétation }
co[my ps [[ENal/x][m2 s [[E1A]l

{e¢[tIaAx g FV(t))
co[mo ps [[ENalllrmy ps [ME1Al/x]

{12 B = co[m2 ®][rr; ®/x] }
= (m2 B)lus [[t1all

{ Définition de la substitution dans les contextes }

= 12 (Blus [[t1aAID

{ Transitivité }
12 us[plla[t]all

{ Hypotheése d’induction }
12 us[p][[tlrlpl]

{ Définition de l'interprétation }

[ tlrlp]

1>

1>

1>

>

On a besoin d’une spécialisation de ce lemme lorsque les types sont équivalents :

Lemme 2.3.20 (Equivalence et interprétation). SiT'+o U, U’ : set U =g U’ alors :
—sil,x:UAvret:T,alorsT,x: U, Avet: T avecT =g T' et [t]rua = [tlrewa;
—sil,x : UAre ToeT talorsT,x: U, Ate T e T .

Démonstration. Pour la premiére partie, la preuve suit le méme schéma que la précédente. Il suffit de vérifier

que l'on a toujours a = e. Par exemple, dans le cas de l'application, on a ay = @, = . On en déduit que
cf=eetcy =cy =e. Clairementc) = o.
Pour la seconde partie, c’est direct par induction en utilisant la premiere partie. m]

On peut combiner les lemmes de substitution et affaiblissement en un lemme puissant.

Lemme 2.3.21 (Substitution et coercion). SiT' te u: UetT rocrc: U V i alors

T, Alu/x] ve tfu/x]: T’
Ix:VAret: T= da,T,Alu/x]tccra:T o Tu/x]:,
allt[u/x]]r apu/x] = [Elrxvalellulr]/x]

Démonstration. Sil',x : V,A ke t : T, alors soit p la coercion de contextes e,...,c,e,...: (I, x: U A) bccr (T, x :
V,A). Par le lemme|2.3.19, onal,x: U A e t: T etil existe a,

Ix:UAvrccra:T oo T Altlrxvalpl = allltlr xual

Par substitutivité de la coercion, il existe &’ = a[[[u]lr/x] telle que I', Alu/x] Fccr &’ : T'[u/x] o Tu/x] -
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On a dong, par substitutivité de 1’'équivalence :
[tDr xcvalelx]/x1Mulle/x] = o [[Hrxualludr/x]

Comme x ¢ ¥ V(«’), ona &' [lr vuallllullr/x] = &/ [[#]r xcua [udr /x11.
Soit, par application du lemme de stabilité par substitution :

(e evalelludr]/x] = o' [Tt/ x]0r Apu/al
On a donc bien construit la coercion a’ recherchée. m|
Son corrolaire nous intéresse particulierement pour la preuve de correction :

Corollaire 2.3.22 (Substitution dans un type et interprétation). SiI' e u : U, I' ey c: U e V et
[,x:V ke T:salors [Tlu/x]lr = [Tlr x.vIc[ludr]/x].

On va maintenant s’attacher a montrer que I'équivalence du systeme algorithmique est préservée par
interprétation. Pour cela, on défini une nouvelle relation qui contient a la fois la coercion et 1’équivalence.
On définit I’équivalence typée figure[2.12]

On considere sa cloture réflexive, symétrique et transitive.

On a la propriété suivante :

Définition 2.3.23 (Equivalence typée). SiT' Fo t : T, Fe u: U, alorsT Fe t : T =gr u: U si et seulement
sit=gruetlUc,T.

Démonstration. De gauche a droite, c’est trivial par induction. De droite & gauche : il suffit de considérer la
relation —4,. En effet, si t =g, u alors il existe v tel que t —»p, v et u —»p, v par confluence de la réduction.
Pour tout I',¢, T tels que I' o t : T on a par préservation du typage I' +o t' : T" avec T” . T pour tout ¢’ tel
que t —g, t'. 1l suffit alors de montrer que I' o t : T =g, t' : T'. Par applications répétées de ce résultat et
en utilisant la transitivité de ’équivalence typée, on obtientI' be t : T =g v: VetI' ke u: U =g v: V.On
applique enfin symétrie et transitivité pour obtenir le résultat I' +o t : T =g u : U.

On va donc montrer que pour tout I',t, T, I' ke t : T, pour tout u tel que ¢ —pp et ke u:Uona
[ket:T =gy u:U.Onadéa par réduction du sujet que U o T. Par induction sur la dérivation de typage
det.

— (Ax : X.v) e —p v[e/x] . Cest la premiere regle, direct.
— 111, T2 : De méme.
- fe— f'e:ParinversiondeI' , fe:Tonal e f:F, ue(F) =Ilx: ABouT =Ble/x], T Fe e : E
etl'te Ece A Parinductiononadoncl' ke f: F =g, f': F' ou I ke F &4 F :. Par le lemme sur la
coercion et o() ona po(F’) =TIx: A’.B" etI' Fe [Ix : A’ B’ > IIx : AB:.OnadoncI +, A, A’ et
par transitivité de la coercionI' 4 E &4 A’ :. On peut donc appliquer la régle App-=. Pour obtenir :
Ibke frF=pa f': F
pe(F) =Ilx : A.B pe(F’) =Ilx:A’".B’ Itee:E=gre:E TreEc A: Fre Ece A
['te fe:Ble/x] =g f" e: B'[e/x]

— fe— fe' :Par App-=on obtientI' ke f e : Ble/x] =g f €’ : B[e'/x].

— Ax: X.v = Ax : X".v : Direct par LamBpATEQ.

- Ax: Xv = Ax : X0’ : Direct par LaMBpATEQ. Onal,x: X ke v: Y =g v’ : Y’ par induction sur la
prémissel’,x: X e v: Y.
[he X:81=pn X:51 [x:Xbrev:Y=prv' Y
[he Ax: Xov: Tx : XY =g Ax 1 Xov' 1 TIx : XY’
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— (e1,€2)zx:aB — (€], €2)zxap : Par application de Palr-=. Ona T k, €1 : A" =g €] : C’ par induction
sur la prémisse I' ko €1 : A”. Onal +, C' >, A’ : en utilisant 'autre sens de 'équivalence qu’on
cherche a prouver. On en déduit I' +, C" &, A : par transitivité de la coercion avec I' o A" >4 A .
D’autre part, comme ey =g €] et B =g B’ on a Bley/x] =g B'[¢]/x]. Il existe donc une coercion de B’

a Ble1/x].

Fl—.e1:A’EﬁneQ:C’
F,x:A’k.ez:B’EﬁnezzB’ The A eA: TreC' o C:

I'te B’ &4 Ble1/x] :
['ke B’ ¢ Bley/x]

[ ke (e1,€2)50:48 - ZX 0 A.B =gy (€], €2)xxaB : X : A.B

De fagon équivalente pour la réduction dans la deuxieme composante.

— Direct par induction pour les types produits, sommes et sous-ensemble.

O

Théoréme 2.3.24 (Conservation de I’équivalence). SiT' ke t: T, T Fqu: U, t SgruetTooU alors il existe a,

a[[[tllr] = l[u]]r ouTl Fcer o : TeeU:.

Démonstration. Par induction sur la dérivationde I' ke £ : T =g u : U.

— TransiTIVITE : Onal ke t: T =g v: Vet ke v: V =4, t: T, donc par induction, il existe a,  telles
que : a[[[tIr] = [vlr et Bllvlr] = [ullr ouTl Fecr @ : T>o V ietT ecr B V o U i Par transitivité de la
coercionil existec = foatellequel rccy ¢ : Tl U i Clairement, c[[t]r] = Blalltlr]] = pllvir] = [ulr.

— SYMETRIE : Onal ke u: U =g, t: T. Par induction, il existe a, a[[u]r] = [t]retT +ccra: Uce T .

Par symmétrie de la coercion, il existe ¢ = a VT recrc: Too U

etcoa=aoc =9 0Ona

donc c[a[[u]r]] = [ulr = a [[t]r]. Par symétrie de 1'équivalence, on obtient le résultat désiré :

o [[tr = [udr.

— RérLExIVITE : Onal ke t: T =g t : T. Par réflexivité de la coercion, c’est trivial.

— VARTEQ : De méme, o = eo.

— SorTTEQ : Trivial.

— LamBDATEQ : Par inductiononal Fecra=e0:s1ce51 5, [XIr = [X'retl,x: X Fecrfp: Yoo Y

avec ﬁ[[[v]]F,x:X’] = [[U,IIF,X:X"

On obtient donc le jugement I' ey ¢ = (Ax : [ X [lr.ple o[x]]) : ITx : X.Y ¢ ITx : X".Y” : par -Prob.

On a bien:

1>

B

c[[Ax : X.v]r]

{ Définition de 'interprétation }
C[/\x : [[XIIF-[[U]]F,X:X]

{ Définition de c }
Ax [ X IrBl(Ax : [XTr-[ollrxx) 1]

{ Réduction }
Ax : [XTr-Bllol ]

{ Lemme 2.3.20]: [0]r x.x = [v]rxx:
Ax [ X' Tr-Bllolr xx]

{ Hypotheése sur g }
Ax [ X e [0 I aexe

{ Définition de l'interprétation }
[Ax: X" ]r
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- B=:0na [(Ax : Xo) ellr = (Ax : [XIr-[olrxx) clllelr] —p [vlrexlcllelr]/x] o I' ke e : E,
I' eer ¢ @ E e X i On doit montrer qu'il existe a tel que [v]rr.x[c[[elr]l/x] = allv[e/x]];. Par
inversiondeI ko (Ax: Xv)e:Tonal,x: X e v:Vtel que V[e/x] =T.

On applique lemme de substitution et coercion [2.3.21}avec I' ko € : E, I' bccr ¢ 1 E oo X : et cette
dérivation. On obtient : a[[[v[e/x]]r = [v]r xx[c[lellr]/x], soit le résultat désiré.
- IT1-=:On a [r1 (e1,e2)zervir £ 11 [(e1, €2)zervir = 11 ([erllr, le2lr)zxr.vy = [eillr- On peut
doncprendre'Fecra: T oo T = o.
- Ib-=:On a [m2 (e1,e2)zervir £ 12 [(e1,€2)zervir = 72 ([erllr, le2lr)zxr.vy =, [eillr- On peut
doncprendre'Fecra: T oo T = o.
— App-=:0Ona
Fre M:S=p M : T
Ue(S) =TIx : AB  ue(T) =Ilx:C.D Tre N: U= N':V TreUceA: Il're Vo C:
I'te MN : B[N/x] =g M’ N’ : D[N’ /x]

[M NIr = res[IMIr] c[INTr] et [M" N'TIr = 7 [[M Il ¢'[IN"Tr]

ou

ns = coercer S (Ilx : A.B)
nr = coercer T (Ilx : C.D)

¢ = coercer UA

’

¢ = coercer VC
Par induction, il exite o, 3, telles que :
IF'btecpa:See T eta[[M]r] = IIM’]]I“

T rFeer ﬁ U, Vi et ‘B[[[N]]r] = [[N’]]r

On a donc les coercions suivantes :

5 ——>T:AB U——(A

| A

al | a’ ﬁl ﬁ’ |
nr N o I

T Ilx:C.D \%4 C

La coercion a’ est nécessairement de la forme Ax : [Clr.co[® ci[x]] ou I ey c1 = : Coe A
etI,x : C reer ¢ : Beo D i Par le lemme 2311 avec T +¢ N’ : V, T recr ¢ @ Voo C @ et
[,x: Creerca: BeeDiona:T ke ¢f = cof’[[N'IIr]/x] : B[N’/x] e D[N’/x] :. Or comme
B[N"/x] =g B[N/x] onaT kccy ¢, : BIN/x] ¢ D[N"/x] :. Soit a = .
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On a bien:
a[[M N]r]

{ Définition de l'interprétation }
afrs[[MIr] c[[NIr]]
{ Définition de « }
o '[IN"Ir]/x][mes [IMIr] c[[NTr]]
{ Hypotheése sur f3 }
[ [BUINTrI1/x][mes [IMIr] e[INTr]]
{ Commutation du diagrame pour l’argument }
e[ [BIINTr 11/ x][mes[IMIr] (B'[c’[BIINTr 11D
{ Définition de o’ }
o' [ [[MIr]] (¢’[BIINTr1])
{ Commutation du diagramme pour la fonction }
rr[al[MIr]] (¢’ [BIINTr]])
{ Hypotheses sur a et g }
mr[[M' T ] (¢'[IN"Tirc])
{ Définition de l'interprétation }
M N'1r

>

>

1>

— Par-=:
Theeg: A =pref: C I'+e B’ &4 Blei/x] :
[,x:A beer:B =gre): D lte AleA: TreC' o C: FI—.D’(>.D[ei/x]:
It+e (61,62)2,(:14_3 :2Xx:AB Sgn (ei,e;)):x:cp :2x:CD

On a [[(e1,e2)zxaslr = (c1lllea]r], calllealrDysrapye et (€], €))sr.colr = (c}[Le}Dr], c5lle;IrDizx.c.one
ou:

¢y = coercer A’ A

¢; = coercer C'C

¢ = coercer B’ Ble;/x]
’ ’ ’

c, = coercer D' D[e]/x]

Par induction il existe a, f telles que :
Trecra:A oo C: etafller]r] = [efIr
I'kecr B:B o D' et Bllle2]lr] = [e3]Ir
OnaTlt, Xx:ABc, Xx: CD :, onen déduit quil existe la dérivation suivante :

rl-cc[dliA(>.C: r,x:AI—CC]dziBD.Di
T Feer d= (:, Z)[[Zx:C.D]]d][n] adalra ellmy e/x]X ABceXLx:CD:

Par symétrie et transitivité de la coerciononad; =cjoao c;l Fecog A : Coe t .

Par transitivité, il existe aussi une coercion d;, telle que I' kccr da @ Blei/x] o Dle}/x] : et dy =
c,opo cgl. Or par affaiblissement des coercions ona: I',x : A" +ccr da[c1[x]/x] : B >e D :. On peut
appliquer le lemme de substitutivité pour les coercion afin d’obtenir une dérivationde I, x : A +c¢;

do[c1[lle1]lr]/x] : Ble1/x] e Dle1/x] :. Par unicité des coercions, on a dé[cl[][el]]r]/x] =ds.
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On peut vérifier :

11>

1>

>

1>

1

>

>

1>

>

>

>

d[[[(e1,e2)zx.a.8Ir]
{ Définition de l'interprétation }
d[(c1[le1]lr], c2[le2llr Dyzx.a.Byc]
{ Définition de d }
(dilc1llleTIr 1), d2lczlllexlIr 1He1 [Te Tr /x 1D sx:c.or
{ Définition de d; }
(¢} o a0 c;Hle1[Mer ]l daleallea e TNler [Ter I /x1Dpzx.c.orr
{cjloci=e}
(cilallea]r]], d2lcallezDr Hler [Ler Ir /x1Dpsx-c.oe
{ Hypothese sur o }
(ci[lei1r], dalez[le2Dr]]er e Ir /x1Dpzx-c.o;
{ Définition de la substitution, x ¢ e; }
(ci[lei1r], daler[lexDr/x11[eallexIr 1D zx-c.onr
{ Définition de d> }
(cillei1r], d)[ez[le2r]Dzx-c.one
{ Définition de d; }
(}[le;Ir], (c5 0 B o c;HlealleaIrIDizxcopr
{ cgl ocp=e}
(cilleiIr], 5 [BllexIrIDzr-c.onr
{ Hypothese sur § }
(ci[leyIr], 5 les Ir Dpsv.c.onr
{ Définition de l'interprétation }

(e}, &))zrcolr

— PropTEQ, SicMA-=, SuBseT-= : La traduction est un homomorphisme sur ces termes, c’est donc

direct par induction.

Corollaire 2.3.25 (Conservation de 1’équivalence pour les types). SiT' e T,U : set T =g U alors [T]r

[Ulr.

On peut maintenant montrer notre théoréme de correction.

Théoréme 2.3.26 (Correction de l'interprétation). SiI' +, t : T alors ona [I'] +ccr [tlgry : [TNjry- SiFe= wfG
alorste [T wf. SiT ke T, U : set TegUalorsilexistec, I Fecp ¢ : TooU tet [T]] Feep Ax : [Tl c[x] : [TTr — [U]r.

Démonstration. Par induction mutuelle sur les dérivations de typage, bonne formation et coercion.

— Wr-Empry : Trivial.

— WF-Var : Par induction [I'] Fccr [Allgry : [slry- Par inversion du jugement de bonne formation
dans Cc, + [I']]. Or, [s]lyry = s (s € {Prop, Set, Type}), donc on peut appliquer Wr-Var dans Cc1 pour
obtenir : Fo [I'] wf, x : [Allgry, soit +e [ JWAEL, x : A.

— PropSeT : Direct par induction, [T] Fccr [slifry = s : [Typellfry = Type.

— VAarR:Ona:
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te I Wi x:Ael
Threx:A

Par induction, +, [I'] wf et par simple inspection de la définition de l'interprétation des contextes,
six: A el alors x : [AJa € [I'] pour A C T. Par affaiblissement dans Cci, on obtient aisément
[T Fccr x : [ADla a partir de [A]] Fecr x = [Alla. Or il est clair par la définition de l'interprétation que
[Alla = [Allr puisque les variables libres de A sont strictement contenues dans A.

— ProD:Ona:

T'te T:359 Ix:TreU:sy
Tre IIx:T.U : s3

(511 52, 53) eR

Par induction [I'] +ccr [TTyry : [sillgry = s1 et [T, x : T Fcer [UTlr ety = [S2]lfr g = s2. On déplie
I'interprétation pour obtenir : [I'], x : [T]r Fccr [Ulrx1 : 52-

Par Prop dans Ccr, on obtient : [I']] Fccy ITx : [Tlr.[IUlr 1 : 53. Or [TIx : T.UJlr = Ix : [TIr.[TUlr .7,
donc on abien : [I'] keer [TTx : T.U]lr : s3 = [[s3]Ir-

— ABs:Ona:

ke IIx:T.U:s Ix:Tre M: U
IFre Ax: T M :Tlx: T.U

Par induction I' kccr [TIx : T.UJr : [[sllr et [T, x : T rccr IMIfr ey @ [Ullrx1y- On déplie 1'in-
terprétation pour obtenir : [I', x : [TTr Fcer IMIrxqryyy @ [UIrx1y-

Par Ass dans Cci, on obtient : [I] +ccr Ax @ [TIr.[IMIrxr : [TIx : T.UJr. C'est équivalent a :
[T Fcer [Ax - T.UQr : [TIx : T.U]ly.

— App:Ona:

IF're f:T pe(T)=Ilx:V.W:s IF'reu:U FreUc,V:s
I'ke (fu) : Wlu/x]

C’est le cas intéressant puisqu’on ajoute ici des coercions. Par induction, [I'] Fccr [fIgry : [TTr,
ITT Feer Tulle : [UIr et [TT Feer [UTr, [VIE : [s'Ir = 5

On procéde par étapes : d’abord la construction dune fonction [I'] +cey w[[fIr] : [TIx : V.WIr
puis la construction de I'argument [I']] Fccr c[[u]lr] : [V]r. On a ces deux résultats par application
de I'hypothese de récurrence pour les coercions. On n’a plus qu’a les appliquer pour obtenir le

jugement : [I'T kcer [f ullr © [WIrxvlcllullrl/x]. Par le lemme on a [Wlrxvlc[[ulr]l/x] =

[W[u/x]lIr puisque les coercions de sorte a sorte ne peuvent étre que l'identité. On peut donc
déduire : [T] Fccr [f ullr : [W[u/x]lr par Conv.

- SuM, Sum, LET-SuMm, Susset : Direct par induction ou un raisonnement similaire a App.
— o-Conv : Par le lemme ona [T]Ir = [U]lr, on peut donc dériver :

[T tcer t: [Tlr [TIr = [Ulr
[T Fecr clt] =t [Ulr

— o-] : Par induction on a [T] Feer ¢ : [T = [T] Feer clt] : [UYr. A laide du lemme 2.3.24 on
peut dériver :

[Tl tcer t:0TIe  [TIr = [THr
[T1 Feer t: [T I
[T1 Fecr clt] : [UMr [U'Tr = [Ulr
[T1 Fecr clt] = [UIr

— >-Prop:Ona:
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Il'tecrar:Uce T8 Ix:Ubrccrcr: VeeW:isy
I'recp Axc: [UTr.co[e (c1[x])] : TIx : T.V oo [Ix : UW : 55

(s1,52) €R

Supposons [I'] Fecr t: [TTx : T.V]r. Alors c[t] = Ax : [U]lr.co[t c1[x]].
Par induction, [G, x : U] +ccy c1[x] : [T]r, donc par Arp, [G, x : U] Fccr t e1x] - [V xrle1lx]/x]. Par
stabilité par affaiblissement (2.3.19), [V x.rlc1[x]/x] = [V x.u. On peut donc dériver par c-Conv :

[G,x: U] keer taalx]: [VIrev
Par induction, [G, x : U]l Fccy e[t c1[x]] : [W]r, donc par Ass,
IIF]] Fccr Ax : [[U]]r.Cz[t C][x]] : [[Hx : U.W]]r

— >-Sum:Ona:

Il'tecrar:Toeoe U s Ix:Trecrcr: Ve W:s
T Feer (arlmy o], comp o][mty o /xDmvumwy, : Zx: T.V oo Zx : UW s

Ici, c[t] = (c1[mt1 t], calmty t/x][m2 tD = uwy, - Par application des regles de typage pour les projections :
[T recr ma t: [Tlr et [T] Fecr 72t [V erlm t/x]

Par induction on obtient [I'] Fccy ci[my t] : [U]lr. Par induction on a aussi [I,x : T] +ccr Ay :
[VIr.colmz yl: [VIr — [WIr, oit y n’apparait pas dans c;.

Par affaiblissement, on passe dans I’'environnement I', t : Xx : T.V,x : T :

[T,¢t:Xx:T.V,x : T]| kccr Ay : [VIr.colmz y] - [VIr — [Wlr

On peut alors substituer pour obtenir : [I',t : Xx : T.V] tccr Ay : [VIrlm t/x].colmy t/x][m2 y] -
[VIrl[m t/x] = [WIr[m t/x].

Enfin on applique a m; t pour obtenir : [T, ¢ : Xx : T.V] kccr e[y t/x][m2 t] : [Wr[m t/x].

On a bien :

ITT Fecr At : [Zx : T.V]r. (c1[m t], ca[mq t/x][72 t])ﬂZx:ll.W]]r Zx:T.V]r —» [Zx: UW]r

— &-Proor:Ona:

I'kecrc:Teoe U: Set T=Tl
I'recrelt [UTr [Ax : UP]r ¢ ?[IP]]r,x;u[C/x] :Toe{x:U]|P}: Set -

Par induction, [I'] Fcer Ax : [TTr.clx] : [TTr — [Ullr et [T] +ccr { x : [Ulr | [PIrxu }: Set.
On a donc clairement :

[T] Fecr At : [TTr-elt [UTIr [Ax = UPTr clt] ?gpprcutertyyag : [TIr — [{x: U | P Hr

— >-SuBseT:On a:

Iltecrc: U T: Set
Ilrecrclor o] :{x:U|P}ceT: Set

Par induction, [I']] Fccr Ax : [Ullr.clx] : [Ullr — [T]r, on a bien :

T=T!

[T tecr At: M x: U | PYr-clogt]: [{x:U|P}r — [Tlr
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[xIr = x

[slr = s s € {Set,Prop, Type}
[MLx: T.Ulr = Tlx:[TIr[Ulrxr
[Ax : t.o]r = let7 =[7]rin
letv’ = [v]rx¢ in
(Ax : T'.0")
[f ulr = letF =typer(f) and U = typep(u) in

let (ITx : V.W) = uo(F) in
let © = coercer F (ITx : V.W) in
let ¢ = coercer U V in

(re[[LfIr]) (e[ Medlr])

[Zx:TUJr = XZx:[TIr.[Ulrxr

let ' = [[t]r in

let T" = typer(t) in

let ct = coercer T’ T in

let U = typep(u) in

let v’ = [u]lr in

let cu = coercer U’ U[t/x] in
(ct[t'], culw’ Dzer.upe

[(t, u)sx.rulr

[z tlr = lett =[t]rin ie{l,2}
let T = typer(t) in
let Xx : VW = po(T) in
let ¢ = coercer T (Zx : V.W)in
i c[t’']

[{x:U|P}Hr {x: [Ulr | [PIrxu )

Fic. 2.8 — Interprétation dans Ccr

(Ax:Te)v)t = e[v/x]*

1 (x, ) = x

2 (%, y)* = y

el = e {si e est d’une autre forme}

F1c. 2.9 — Définition de la réduction de téte
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B) Ax:Xewv = e[v/x]

(m;) m;(e1,e2)r = ¢

(o)) oi(elt EPeqep) = ¢

(M (Ax:Xex) = e six ¢ FV(e)

(p) (m1eme)rrxy = e sie:Xx: XY
elt EP (o1¢)(02e) = ¢ sie:{x:E|P}

(0) eltEPtp = etEPtp sit=t

Fic. 2.10 — Théorie équationnelle de Cc;

T=goU TreT,U:s
I'recro:Too Ut s

T=T'AT#ILZ{}AU=U

TI-CC]CZT‘LD.ulis
FFCC[CZTD.UZS

T+T'vU=+U

Ilbecrar:UceT 5 Ix:Uvbrccrcr: Ve Wisy
I'kecp Axc: [UTr.co[e (c1[x]D] : TIx : T.V oo TIx : UW : 55

(s1,52) €R

I'recrer:ToeeU:s Ix:Trecrcr: VeeW:s
I kecr (cilmy o], co[mo o][m1 o/ xDscuwyy : Zx: T.V oo Zx: UW s

Trecrec: U T Set
T'recrclor o] :{x:U|P}eeT:Set

T=T!

Trecrc: Teoe U: Set

=Tl
T +ccr elt [UTr [Ax : UPIr ¢ 2pppogiers) - TG {x: U [P} :Set 1= 7T

Fi1c. 2.11 — Réécriture de la coercion vers CcI
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VARTEQ Mrex:X=prx: X
SortTEQ Ir.

s € {Set,P
s : Type =gr s : Type {Set, Prop}

. TroUc.T:
- Tre(Ax:Xv)e: T =gz vle/x]: U

L= I'reUceT:
" Trem (er,e)sery : T Sprer: U

= I'reUceT:
T Trem (e, e)sevr: T =pre2: U

[he X:815p2 X' 151 [x: X rev:Y=prv' Y
LamBpATEQ

[he Ax: X Tx : XY =g Ax: X207 i TIx s XY
FreM:S= M': T

A te(S) =Ilx : A.B pe(T) =IIx:CD FFeN:U= N :V TreUc.A:
PP-=

e VeoC:

['te MN : B[N/x] =g M’ N’ : D[N’/x]
Ibeeg: A EﬁneizC

[,x:A beer:B =gre): D Tte Ao A: THrC o C:
PAIR-=

I'te B’ ¢ Ble1/x] :
T'te D' &4 Dley/x] :

I'te (e1,€2)50:48: 2x: AB =gn (ei,eé)Zx:C,D :Xx:CD

[ke Cis1=pn Aisy

[x:AreB:sy =gz D:sy
Prop-= [reIlx:AB:s3=g; [Ix:CD:s3
[te A:sy=pr C:s [x:AreB:sy = D:sp
SiIGMA-=

ke Xx:AB:s3=p; Xx:CD :s3

['+e T:Set =p; A:Set [,x:T ke P:Prop =g P’ : Prop
SUBSET-=

Fhe{x:T|P}:Set=g {x:U|P }:Set

Fic. 2.12 — Définition du jugement I' - ¢t : T =gr u: U
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Chapitre 3

SUBTAC

Nous avons développé la contribution Sustac (pour “subset-tactics”) disponible dans la version
CVS courante de Coq (http://coq.inria. fr). Elle permet de typer un programme en RusskLL et générer
un terme incomplet correspondant (voir annexe |A.2).

3.1 Existentielles

La génération des buts correspondant aux variables existentielles et la formation du terme final devaient
originellement étre laissées a la tactique REFINE et au systéme de gestion des existentielles de Coq. Certaines
limitations dansl'implantation du raffinement (le mécanisme permettant de manipuler des termes “a trous”)
nous ont empéché d’utiliser RerINE. En particulier, la gestion des définitions récursives et la présence de
variables existentielles dans les types d’autres existentielles n’étaient pas supportées. En conséquence, nous
avons développé une nouvelle tactique CoQ permettant de gérer les termes avec existentielles de fagon plus
générale.

3.1.1 La tactique eterm

L'idée de départ de la tactique RerFINE est de prendre un terme a trous et d’en faire une traduction en
une séquence de tactiques. Par exemple, lorsque REFINE rencontre une abstraction, il fait une introduc-
tion, lorsque c’est un cast, on applique l'identité et ainsi de suite. Intuitivement, la séquence de tactiques
engendrée va construire le terme de départ implicitement.

La tactique eterm fonctionne différemment. A partir d’un terme ¢ contenant des existentielles, eterm va
généraliser le terme par rapport a celles-ci, et généraliser chaque existentielle par rapport a son contexte,
créant ainsi un objet (Aex; : Tq,...,ex, : Ty, t[?1 == exy,..., 7, = exy]), ou chaque ex; est appliqué aux
variables introduites dans son contexte par les abstractions. Habituellement, on propose t comme habitant
d’un type T donné (Ie but), par exemple on peut proposer Ax : nat.x comme preuve dubutnat — nat. Plutot
que de donner directement ¢, on applique le nouveau terme, et Coq va automatiquement nous demander
d’instancier les arguments ex; ...ex;, correspondant aux existentielles du terme t. Cette technique permet
d’avoir des dépendances entre existentielles (par exemple, ex; peut apparaitre dans tous les types T> ... T},)
et de ne pas reposer entierement sur la gestion des existentielles de CoqQ qui n’est pas tres flexible a I’heure
actuelle. En particulier, si 'on applique une produits ot il y a des dépendances entre arguments, Coq va
recréer des existentielles.

Il nous faut nous pencher un peu plus avant sur la généralisation des existentielles pour comprendre le
mécanisme d’eterm. Puisqu’on veut pouvoir avoir des dépendances entres les 1 existentielles d'un terme et
qu’on sérialise celles-ci en un produit n-aire, il nous faut étre tres attentifs a 'ordre dans lequel on généralise
les variables existentielles. Si 73 : T3 ou T3 référence ?4, il faut que I'existentielle ex, apparaisse avant exz dans
notre produit. Il est toujours possible de trouver un ordre compatible avec ces dépendances puisqu’il est
impossible de créer un cycle ot ?; référencerait ?; et vice-versa (ceci est assuré par le caractere fonctionnel
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des objets implantant les existentielles dans Coq). La tactique actuelle est codée avec I'hypothese que toute
existentielle ?; ne dépend pas des existentielles d’indice supérieur a i. Il est cependant envisageable de
réécrire tout terme contenant des existentielles comme un terme équivalent avec des indices respectant cet
ordre.

3.2 Traitement de la récursion

Lorsque I’on développe un programme récursif dans un systéme tel que Coq, on est forcé de fournir une
preuve de sa terminaison. Pour cela, on montre généralement qu’on a un ordre bien fondé sur le type de
I'argument de récursion et que chaque appel respecte cet ordre. Nous avons ajouté des facilités d’écriture
de fonctions récursives a notre langage ; on ajoute les existentielles correspondant aux preuves que 1’ordre
est bien fondé ou qu'il est bien respecté par les termes. Ainsi lors du raffinement on obtient naturellement
les buts correspondants a prouver.

La possibilité de faire des fonctions récursives a l'intérieur des termes devraient étre facile a introduire,
il suffit d’avoir un combinateur fix comme constante avec une forme pratique pour le langage : par exemple
la fonction utilisable pour l'appel récursif devrait avoir un type de la forme : {x : T [ Rxa } — B ou
R est la relation bien fondée et T le type de I'argument de récursion ainsi on générera les obligations
automatiquement lors des appels récursifs.

3.3 Traitement des inductifs

Notre langage ne prend pas encore en compte les définitions inductives générales. Au-dela du traitement
des types sous-ensemble, on a un support minimal pour les inductifs a deux constructeurs qui correspondent
a des booléens annotés par des propriétés logiques (voir traitement de la conditionnelle figure[A.2). A long
terme on devrait pouvoir traiter les inductifs dans Set prédicatif, qui ne peuvent embarquer des propositions
qu’en utilisant des types sous-ensemble avec le méme mécanisme de coercion et conserver l'inférence.

3.4 Program et Recursive program

On peut utiliser notre contribution a 1’aide des deux tactiques Program et Recursive program.

Program Lasyntaxe pourl’appel de cette tactique est la suivante : Programname : 7 := a.ou 7, @ dénottent
les catégories syntaxiques des types et des termes respectivement. La tactique fonctionne ainsi : On infere
le type du terme, on applique la coercion du terme vers le type spécifié puis on réécrit le terme obtenu dans
Ccr. On réécrit ensuite le type spécifié dans Ccr et on le pose comme but. On utilise eterm qui va s’occuper
du terme a trous et ’appliquer au but. On obtient alors automatiquement les obligations de preuves.

Recursive program Cette deuxieéme tactique permet d’écrire des définitions récursives, on va donc de-
mander plus d’informations a 1"utilisateur lors de la définition :

Recursive programname (a2 : 7,){wf R (auto | proof p)?} : 7:=a.

L’argument a de type 7, est'argument de récursion, R est la relation d’ordre qu’on doit montrer bien fondée.
Si l’on utilise auto la tactique va chercher dans une base une preuve de bonne fondation. Si I’on utilise
proof alors p doit référencer une preuve de la bonne fondation de R dans I’environnement courant. Sinon
on génere une obligation de preuve que R est bien fondé. La tactique fait ensuite a peu pres la méme chose
que Program. Le typage et la réécriture se font dans un contexte ot la fonction name : I'la : 7,.7 apparait et
I’on vérifie a ’application si I’on fait un appel récursif auquel cas on insére une existentielle correspondant
a la preuve que l'ordre est bien respecté (dans Coq, la fonction permettant de faire la récursion aura un
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type de la forme Ilx : 7,.R x a — 7). Un exemple de l'utilisation de Recursive program est donné figures

A2et[A3
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Chapitre 4

Conclusion

Nous avons développé un langage de programmation plus souple que le langage de Coq mais conser-
vant sa richesse d’expression (types dépendants). Il permet de découpler la description algorithmique de
la vérification. La correction des termes engendrés est garantie par le systéme sous-jacent qui offre ensuite
la possibilité d’extraire un programme correct par construction dans un langage de type mr. D’autre part,
cette méthode s’intégre bien dans I'environnement Coq et ouvre la voie a la réalisation de travaux plus
complexes par des utilisateurs non-experts. Cela constitue la premiere étape vers un environnement de
programmation stre utilisable dans Coq.

Travaux futurs

Nous avons de multiples directions dans lesquelles étendre notre systeme. Le support des inductifs, de la
récursion a I'intérieur des termes, des univers cumulatifs et des définitions dans les contextes semblent des
problemes techniques abordables. La possibilité d"utiliser RusseLL dans d’autres parties de Coq (énoncés
de lemmes, termes de tactiques) est aussi un objectif intéressant. Modifier Coq pour qu’il gere mieux les
existentielles est aussi un probleme crucial dont nous avons fait 'expérience durant le développement de
Sustac.
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Annexe A

Exemples

Definition div : forall a : nat, forall b : nat,
b<>0 ->{q:nat&{r:nat | r<b/N\Na=>b*q+r1} }.
Proof.
intros a ; pattern a ; apply lt_wf_rec ; intros. (* Récursion ¥)
elim (1t_ge_dec n b). (* If then else *)
intros. (* Premiere branche *)
(* Structure du terme *)
refine (existS _ 0 _) ; refine (exist _ n _) ; refine (conj _ _) ;
[ assumption | rewrite mult_O_r ; rewrite plus_0_1 ; reflexivity ]. (* Preuve *)
(* Seconde branche *)
intros ; assert (n - b < n). (¥ Preuve pour 1’appel *)
apply lt_minus ; [ apply (ge_le _ _ b®) | apply (nat_neq_0_gt_® b HO®) ].
induction (H (n - b) H1 b H®). (* Appel récursif *)
induction p ; induction p. (* Destruction du résultat *)
refine (existS _ (S x) _) ; refine (exist _ x0 _). (* Structure du terme *)
(* Preuve *)
split.
assumption.
pose (eq_plus_eq _ _ H3 b).
assert (n - b + b = n) ; try omega.
rewrite <- H4 ; rewrite e ; rewrite plus_comm ; rewrite plus_assoc.
replace (b + b * x) with (b * S x).
reflexivity.
rewrite mult_comm ; simpl ; pattern (x * b) ; rewrite mult_comm.
reflexivity.
Qed.

F1c. A.1 - Script de preuve de la division euclidienne
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(* Subtac ne gere pas encore les notations de Coq *)
Definition neq (A : Type) (x y : A) : Prop := x <> y.
Definition div_prop (abgqr : nat) :(=a=(b *q) +r /\r <b.
Definition lt_ge_dec (xy :nat) : { x <y }+ { x>y }.
Proof.

intros ; elim (le_lt_dec y x) ; intros ; auto with arith.
Defined.

Recursive program mydiv (a : nat) { well_founded 1t a 1t_wf } :

{b:nat | neq nat b 0 } ->
[g:nat ] {r : nat | divpropabgr} :=
fun { vy : nat | neq nat y 0 } =

if 1lt_ge_dec a y

then (q :=0, a: {r : nat | divpropayqgr})

else let (q’, r) = mydiv (minus a y) y in

(gq:=Sq’, r:{r :nat | divpropayaqgr}).

(* Dans Coq, mydiv aura le type:
forall a : nat, forall b : { b : nat | b <> 0 },
{q:nat & { r : nat | div_prop a (projl_sig b) gqr } } *)

(* Obligations de preuves engendrées *)

(* Hypotheéses communes: *)

a : nat

mydiv : (n : nat) nh<a -> forall b : { b : nat | b <> 0 },
{q:nat & { r : nat | div_prop n (projl_sigb) qr } }

y:{b:nat | b<>01}

(* (q :=0, a ...)
[ H: a<projl_sigy, |- div_prop a (projl_sig y) 0 a]

(* Argument de récursion *)
[H: a > projl_sigy |- a - projl_sig y < a]

(* (@ :=Sq’, r) *)
[ H: a >= projl_sig y, q’ : nat,
r

{r : nat | div_prop (a - projl_sig y) (projl_sigy) q’  r }
|- div_prop a (projl_sig y) (S q’) (projl_sig r)]

Fic. A.2 — La division euclidienne avec SusBTac
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Recursive program mydiv (a

fun { b : nat | neq nat b 0 } =>

if lt_ge_dec a b

then (q := 0, a :

else let (q’, r)

(q :=Sq’, r:

{r : nat | div_prop a b q
= mydiv (minus a b) b in
{r : nat | div_prop a b q

unfold neq ; simpl ; intros.

induction b ; simpl ;

unfold neq, div_prop ;

induction b ; induction r ; simpl ; simpl in H, p® ;

simpl in H ; omega.

simpl ; intros.

rewrite mult_comm ; simpl.
rewrite mult_comm ; simpl.

omega.

unfold neq, div_prop ;
intuition.
Qed.

simpl ; induction b ; simpl ;

Fic. A.3 — La division euclidienne avec Sustac : script
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: nat) using 1t proof 1lt_wf
{b:nat | neqnat b0} > [ q:nat] {r : nat | div_prop abqr }

D)

.

intuition.

intros.
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